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Model matematyczny wyboru optymalnych dróg  

przewozu ładunków w transporcie kolejowym 
 

W pracy przedstawiono model matematyczny wyboru optymalnych marszrut dla potoków ładunków 
w transporcie kolejowym. Sformułowana funkcja celu zawiera dwie składowe. Pierwsza pozwala 
ocenić efektywność przydziału potoku do danej marszruty. Składowa  druga  uwzględnia efekt 
nieliniowy, pojawiający się przy zmianie potoku w danej marszrucie. 

Zadanie wyboru marszruty optymalnej można 
efektywnie rozwiązać, korzystając z naturalnej 
graficznej interpretacji sieci kolejowej. W charakterze 
modelu matematycznego rozważmy sieć transportową, 
opisaną symetrycznym grafem ważonym {} { }( )jiiG ,, , 
składającym się ze zbioru węzłów {}i  i zbioru łuków 

( ){ } ( )mjiji ;1,, = , gdzie m – ogólna liczba węzłów w 

sieci. Ponumerujemy wszystkie łuki: nmk ;1+= , 
gdzie n – ogólna liczba elementów sieci. Wtedy 
( )mn −  jest liczbą łuków, rozpatrywanych w danej 
chwili. Marszrutą (drogą zorientowaną, łańcuchem) od 
węzła i  do węzła j  nazywamy ciąg następujących po 
sobie węzłów i łuków sieci, w którym każdy łuk jest 
incydenty z węzłem poprzedzającym i następującym 
po nim: ( ) ( ) jiiiiiiiii rrrr == −− ,,,,...,;., 112211 . 

Zadanie wyboru marszruty optymalnej dla po-
toków ładunków w transporcie kolejowym, sprowadza 
się do określenia takich kierunków ich przemieszcza-
nia, które minimalizują globalne nakłady, związane z 
realizacją przewozów, uwzględniające dodatkowe 
ograniczenie typu zdolność przeróbcza stacji, zdolność 
przepustowa linii itp. Dotychczasowe rozwiązania 
zadania wyboru marszrut optymalnych dla potoków 
ładunków są niedokładne i mało efektywne. Wielu 
badaczy zadanie to rozwiązało wykorzystując liniowe 
metody transportowe, a  w szczególności algorytm 
poszukiwania najkrótszej ścieżki w sieci [1,9,18]. 
Tymczasem zadanie wyboru marszruty optymalnej dla 
potoków ładunków jest zadaniem bardziej złożonym, 
gdyż powinno uwzględniać nakłady zależne od roz-
miarów tych potoków, a tym samym od samych mar-
szrut, określonych odpowiednimi algorytmami 
[11,19]. Dodatkowo, w zadaniu wyboru marszruty, 
należy uwzględnić lokalne ograniczenia technologicz-
ne, związane z wielkością potoku ładunków na po-
szczególnych stacjach, szlakach i w relacjach planu 
zestawienia. 

Ponumerujmy wszystkie marszruty od węzła 
i  do węzła j . Wtedy δ

ijS  – oznacza marszrutę z nu-

merem ( )ijδδδ ;1= , gdzie ijδ  – liczba marszrut z i  
do j . Niech węzły i łuki grafu G będą opisane licz-
bami charakteryzującymi nakłady, związane z prze-
róbką jednostki potoku ładunków. Długością ( )δ

ijSd  

marszruty δ
ijS  będziemy nazywać sumą nakładów 

związanych z wszystkimi jej elementami. Niech dana 
będzie macierz korespondencji potoków ijNN =  w 

określonymprzedziale czasowym ( )mjiNT ij ;1,;0 =>∆ , 
gdzie i – stacja nadania, j  – stacja przeznaczenia. 

Oznaczmy przez δ
ijN  – wielkość części koresponden-

cji ijN  przemieszczonej po marszrucie 
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Funkcja celu w zadaniu wyboru marszruty dla 
potoków ładunków w transporcie kolejowym ma po-
stać funkcji nakładów, odniesionych do wszystkich 
elementów (wierzchołków i łuków) sieci: 

( )
{ }∑

=

∧
→=

n

i Nii
i

NfF
1

min   (1) 

gdzie: ( )ii Nf  – nieliniowa funkcja nakładów doty-

czących i  – tego elementu, ni ,1= ; iN  –obciążenie 
i  – tego elementu, składające się z części rozdzielanej 

~

iN i normatywnej 
∧

iN : 
∧

+= iii NNN
~

 
n– ogólna liczba elementów sieci występująca w mo-
delu. 

W obliczeniach, dotyczących korekty opera-
tywnej planu zestawiania pociągów towarowych,  
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funkcja celu 
∧
F charakteryzuje sumaryczne nakłady 

wagono-godzin przeróbki wagonów. W zadaniu 
wyboru marszruty, funkcja ta określa sumaryczne 
nakłady eksploatacyjne, związane z przemieszczaniem 
wagonów przez szlaki i stacje. 
W przypadku ogólnym, funkcja celu może przyjąć 
następującą postać: 

   ( )
{ }∑

=

∧
→=

n

i Niii
i

NtNF
1

min         (2) 

gdzie: ( )ii Nt  – zależność czasu obróbki jednostki 
potoku wagonów od obciążenia elementu            sieci. 

Funkcja celu (2) minimalizuje sumaryczny 
czas przemieszczania się wagonów po wszystkich 
marszrutach. Uwzględniając, że ∑ = constNij , 
funkcja (2) minimalizuje średni czas przemieszczania 
się jednego wagonu po danej marszrucie. 

Uniwersalnym podejściem do rozwiązania 
złożonych zadań optymalizacji jest metoda dekompo-
zycji [5], która pozwala zamienić złożone zadanie 
wyjściowe zbiorem prostych wzajemnie powiązanych 
zadań, koordynacja rozwiązań których, pozwala zna-
leźć rozwiązanie zadania wyjściowego. Przy zadanych 
wartościach ( )ii Nt  funkcja celu (2) staje się liniową i 
posiada rozwiązanie dokładne, otrzymane drogą ideal-
nej dekompozycji na zbiór zadań wyboru najkrótszej 
drogi w grafie G ,dla określonego potoku ijN . Wybór 

marszruty dla potoku ijN , przy nieliniowej funkcji 

nakładów ( )ii Nt , zależy od obciążenia elementów 
sieci, a tym samym od dołączanych strug wagonów. 
W tym przypadku zadanie dekompozycji staje się o 
wiele trudniejszym. 

Dekompozycja nieliniowa funkcji (2) możliwa 
jest przy wykorzystaniu metod iteracyjnych. Należy 
przy tym podkreślić, że algorytmy iteracyjne nie gwa-
rantują zbieżności dekompozycyjnego algorytmu roz-
wiązania zadania nieliniowego (2), w skończonej licz-
bie kroków. 

W pierwszym etapie budowy algorytmu de-
kompozycji zadania (2), pominiemy ograniczenia, 
dotyczące rozdzielenia potoku. 

Wówczas rozwiązanie zadania w sposób istot-
ny się upraszcza, i funkcję celu można przedstawić w 
ekwiwalentnej postaci: 

gdzie: ( ) ( )δδ

δ
klikl

lk
ii SNSNN ,

,,
∑=  – potok wagonów z 

k do l , przemieszczany po marszrucie δ
klS   o numerze  

( )klδδδ ,1=  i elemencie i . 

Dla uproszczenia przyjmiemy, że obciążenie 
i – tego elementu stanowi tylko rozdzielana część 

potoku wagonów, tj. 0,
~

==
∧

iii NNN , co nie narusza 
ogólności rozważań. 

Minimalizację funkcji cele (3) dokonuje się 
przy następujących ograniczeniach, związanych z 
istotą rozpatrywanego zadania: 

a) ograniczenie dotyczące nierozłączności poto-
ku: 

( ) ( )
lknlk

SjiSNSN klklkljkli

≠=

=∈=

;,1,

;,1;,; δδδδδ

    
b) ograniczenie dotyczące pełnej realizacji 

przewozów (wywozu i wwozu odpowiednio): 

( ) jinjiNSN ijiji
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≠==∑
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δ

δ
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c) ograniczenia związane z wartością dodatnią 

potoków: 
( )

lknlk

niSN klkli

≠=

==≥

;,1,

;,1;,1;0 δδδ

       (7) 

(4) 

(5) 

(6) 

Do dekompozycji zadania (3÷7) wykorzysta-
my klasyczny schemat dowodowy warunków tego 
zadania w obszarze rozwiązania optymalnego. 

Niech ( )






 δ

kli SN
*

 będzie optymalnym rozwiązaniem 

zadania (3÷7) a ( ( ) ( ))






 ∆+ δδ

klikli SNSN
*

 – rozwiąza-

niem dopuszczalnym, zawierającym się w obszarze 
rozwiązania optymalnego. Wtedy spełniona jest nastę-
pująca nierówność: 
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Fizyczny sens nierówności (8) jest taki, że 
dowolny rozkład potoku w sieci, przy rozwiązaniu 
optymalnym, nie zmniejsza wartości funkcji celu. 

Jeżeli ( ( ) ( ))






 ∆+ δδ

klikli SNSN
*

 jest rozwiąza-

niem dopuszczalnym, spełniającym warunki (4÷7), to 
( )δ

kli SN∆  spełnia następujące zależności: 
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   ( ) ,0≥∆ δ
kli SN  jeżeli  

                     
( )
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nlkniSN klkli

≠
==== ;,1,;,1;,1;0 δδδ

 
(12) 

Uwzględniając wypukłość i różniczkowalność 

funkcji ( ( ) ( )) 








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

 ∆+ δδ

klikli SNSNF
*

, względem 

wszystkich zmiennych, można wykorzystać twierdze-
nie Taylora o wartości funkcji w otoczeniu punktu. 
Zazwyczaj, w zadaniach optymalizacyjnych korzysta 
się z trzech pierwszych członów szeregu Taylora. Dla 

funkcji ( ( ) ( )) 
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, szereg Taylora 

ma postać: 
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gdzie R  – jest resztą o małej wartości dodatniej, wy-
nikającej z wypukłości funkcji F . 

Jeżeli drugi człon szeregu Taylora zamienimy 
resztą Lagrange’a, to nierówność (8) przyjmie war-
tość: 

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) 0
.,,

*

≥∆
∂














 Θ∆+∂

=∆∆ ∑
≠

δ

δ
δ

δδ

δ
kli

lk
lki kli

klikli

kli SN
SN

SNSNF
SNF     

(13) 
gdzie 1,0∈Θ . 

Zauważmy, że 
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, gdzie iN  

– obciążenie i  – tej stacji. 
Przy małych wartościach ( )δ

kli SN∆  można 
pomijać człon R , i nierówność (8) przyjmie  postać: 
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Wykorzystując zależności (9÷12), w wyraże-
niu (13) wydzielimy te składowe, które związane są z 
nakładami różniczkowymi wzdłuż marszruty 
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Wydzielenie składowych nakładów różnicz-
kowych, dotyczących marszrut δ

klS  stanowi idealną 
podstawę do dekompozycyjnego algorytmu rozwiąza-
nia zadania wyjściowego. 

W budowie algorytmu dekompozycji wyko-

rzystamy potok ( ) 0
*

>δ
klk SN , który określa optymalną 

część korespondencji, odpowiadającej marszrucie 

{ }( )klklS δβδ ,1∈ . Ponieważ ( ) 0
*

>β
klk SN , to z (10) 

wynika: 
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∑
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  (16) 

Wykorzystując równanie (16) doprowadzimy począt-
kowo nierówność (15) do postaci: 
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a następnie do postaci: 
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Z zależności (12) wynika, że jeżeli ( ) 0
*

=δ
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spełnia nierówność (17). 

Jeśli ( ) 0
*

>δ
klk SN  to ( )δ

klk SN∆  może być do-
datnie lub ujemne. Wtedy nierówność (17) spełnia 
następujący warunek: 
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Z wyrażenia (18) wynika, że δ
klS  jest najkrót-

szą, ze względu na sumaryczne nakłady różniczkowe, 
marszrutą z punktu nadania do punktu przeznaczenia, 
zaś wyrażenie (19) dowodzi, iż przy optymalnym roz-
kładzie potoków, nakłady te powinny być jednakowe 
dla wszystkich marszrut potoku klN . 

Tak więc, zadanie wyboru marszruty przy do-
puszczalnym rozdrobnieniu potoku dekomponuje się 
na szereg prostych zadań poszukiwania najkrótszych 
odległości z k do l  ze względu na nakłady, tj. 

( )∑
∈ δ

klSi i

i

dN
NdF

min , gdzie nlk ,1, = . 

Koordynacja tych zadań dokonywana jest z 
uwzględnieniem nieliniowych funkcji nakładów suma-
rycznych każdego elementu sieci, w zależności od 
jego obciążenia. 

Dowodem na optimum rozwiązania jest po-
wszechnie znany fakt, iż szczegółowe rozwiązanie 
optymalne wypukłej funkcji nieliniowej jest również 
rozwiązaniem ogólnym. 

Nakłady różniczkowe można interpretować, 
jako koszty dodatkowe związane z przewozem ostat-
niego wagonu. Jeżeli na danej drodze suma nakładów 
różniczkowych jest większa niż na drodze innej, to 
dana marszruta nie jest optymalna, i dla zmniejszenia 
ogólnych nakładów należy ostatni wagon przemiesz-
czać po innej marszrucie.  

Uwzględniając strukturę funkcji celu (2) ogól-
ne nakłady różniczkowe wzdłuż marszruty δ

klS  mają 
postać: 

Rozważmy sens fizyczny składowych wyra-
żenia (20). Niech [ ]nNi  będzie obciążeniem i – tej 
stacji w n – tym kroku wyboru marszruty, dla części 

klN∆ potoku klN . Wtedy pierwsza składowa 

[ ]( )∑
∈ δ

klSi
ii nNt  określa nakłady czasu na przemieszcza-

nie potoku klN  wzdłuż marszruty δ
klS  i pozwala oce-

nić efektywność przyłączenia klN∆  do danej marszru-
ty, przy zadanych obciążeniach [ ]nNi  elementów 
sieci. Obecność drugiej składowej 

[ ] [ ]( )
i

ii

Si
i dN

nNdtnN
kl

∑
∈ δ

 uwzględnia efekt nieliniowy, 

pojawiający się przy zmianie potoku w marszrucie 
δ
klS . Tym samym, druga składowa pokazuje, w jaki 

sposób zmiana w obciążeniu marszruty δ
klS  wpływa na  

marszruty. Efekt nieliniowy, wynikający z drugiej 
składowej równania (20), w sposób istotny utrudnia 
dekompozycję zadania (3÷7). Jeżeli uwzględniać bę-
dziemy tylko pierwszą składową wyrażenia (20) to w 
każdym kroku rozkładu, potoki należy przydzielać do 
marszrut najkrótszych, wybranych przy zadanych ob-
ciążeniach [ ]nNi  elementów sieci. 

Optymalny rozkład potoku wagonów na sieci 
kolejowej powinien gwarantować równowagę, tj. naj-
krótsze w sensie nakładów różniczkowych, marszruty 
od punktów nadania do punktów przeznaczenia. Spo-
strzeżenie to stanowi podstawę algorytmów wyboru 
marszrut dla potoków wagonów. 
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przeróbkę pozostałych potoków i pozwala ocenić 
dodatkową efektywność przyłączenia klN∆  do danej  
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