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Model matematyczny wyboru optymalnych drog
przewozu ladunkow w transporcie kolejowym

W pracy przedstawiono model matematyczny wyboru optymalnych marszrut dla potokow tadunkow
w transporcie kolejowym. Sformutowana funkcja celu zawiera dwie skiadowe. Pierwsza pozwala
oceni¢ efektywnos¢ przydziatu potoku do danej marszruty. Skladowa druga uwzglednia efekt
nieliniowy, pojawiajqcy sie przy zmianie potoku w danej marszrucie.

Zadanie wyboru marszruty optymalnej dla po-
tokow tadunkéw w transporcie kolejowym, sprowadza
si¢ do okreslenia takich kierunkow ich przemieszcza-
nia, ktore minimalizujg globalne naktady, zwiazane z
realizacja przewozow, uwzgledniajace dodatkowe
ograniczenie typu zdolno$¢ przerdbceza stacji, zdolnosc¢
przepustowa linii itp. Dotychczasowe rozwigzania
zadania wyboru marszrut optymalnych dla potokow
tadunkow sa niedoktadne i mato efektywne. Wielu
badaczy zadanie to rozwigzato wykorzystujac liniowe
metody transportowe, a Ww szczegolnosci algorytm
poszukiwania najkrotszej $ciezki w sieci [1,9,18].
Tymczasem zadanie wyboru marszruty optymalnej dla
potokoéw ladunkéw jest zadaniem bardziej ztozonym,
gdyz powinno uwzglednia¢ naktady zalezne od roz-
miaréw tych potokéw, a tym samym od samych mar-
szrut, okre§lonych odpowiednimi algorytmami
[11,19]. Dodatkowo, w zadaniu wyboru marszruty,
nalezy uwzgledni¢ lokalne ograniczenia technologicz-
ne, zwiazane z wielkoscia potoku tadunkéw na po-
szczegolnych stacjach, szlakach i w relacjach planu
zestawienia.

Zadanie wyboru marszruty optymalnej mozna
efektywnie rozwigzaé, Kkorzystajac  z naturalnej
graficznej interpretacji sieci kolejowej. W charakterze
modelu matematycznego rozwazmy sie¢ transportowa,

opisang symetrycznym grafem wazonym G({z}{ i ,}r’ ),
sktadajacym si¢ ze zbioru weztow {l} i zbioru tukow
{(l', j} (i, Jj= I,_m), gdzie m — ogolna liczba weztow w
sieci. Ponumerujemy wszystkie tuki: k=m+1;n,
gdzie n— ogdlna liczba elementow sieci. Wtedy
(n —m) jest liczba tukow, rozpatrywanych w danej
chwili. Marszruta (droga zorientowana, fancuchem) od
wezta i do wezta j nazywamy ciag nastgpujacych po
sobie weztow 1 tukow sieci, w ktorym kazdy tuk jest
incydenty z wezlem poprzedzajacym i nastgpujacym

po nim: [ =i, 11.12);12,...,1,,_1,(l,,_l,l,),z, =j.
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Ponumerujmy wszystkie marszruty od wezta
i do wezta j. Wtedy S ; — oznacza marszrut¢ z nu-

merem 5(5 = E), gdzie 9, — liczba marszrut z i
do j. Niech wezty i tuki grafu G beda opisane licz-
bami charakteryzujacymi naktady, zwiazane z prze-
robka jednostki potoku tadunkow. Dilugoscia d S;

marszruty S ; bedziemy nazywa¢ suma naktadow
zwiazanych z wszystkimi jej elementami. Niech dana
bedzie macierz korespondencji potokow N = ”N ,j” w
okreslonymprzedziale czasowym AT(NU >0;1, j :l;_m),
gdzie i — stacja nadania, j — stacja przeznaczenia.

Oznaczmy przez N, f — wielkos$¢ czgsci koresponden-

cji N

i

Sy
[ o
SJHZNJ —N,.IH

Funkcja celu w zadaniu wyboru marszruty dla
potokéw tadunkéw w transporcie kolejowym ma po-
sta¢ funkcji naktadéw, odniesionych do wszystkich
elementow (wierzchotkow i tukow) sieci:

przemieszczonej po marszrucie

F=% £(N.) = min (1)
VA N

gdzie: ﬁ(N i) — nieliniowa funkcja naktadow doty-

czacych i — tego elementu, I =1,_n; N, —obciazenie
i —tego elementu, sktadajace si¢ z czgéci rozdzielanej
~ O

N, i normatywnej N, :

~ O
Ni = Ni + Ni
n— ogoblna liczba elementéw sieci wystepujaca w mo-
delu.
W obliczeniach, dotyczacych korekty opera-
tywnej planu zestawiania pociagdw towarowych,



0
funkcja celu F' charakteryzuje sumaryczne naktady
wagono-godzin przerébki wagonéow. W zadaniu
wyboru marszruty, funkcja ta okresla sumaryczne
naktady eksploatacyjne, zwigzane z przemieszczaniem
wagonow przez szlaki i stacje.
W przypadku ogoélnym, funkcja celu moze przyjac
nastgpujaca postac:

O n

F=Y Nt (N,) - min )

=1

v}

gdzie: ¢, (Ni) — zalezno$¢ czasu obrobki jednostki
potoku wagonow od obciazenia elementu siecl.

Funkcja celu (2) minimalizuje sumaryczny
czas przemieszczania si¢ wagonow po wszystkich

marszrutach. Uwzgledniajac, ze Z N ; = const,

funkcja (2) minimalizuje $redni czas przemieszczania
si¢ jednego wagonu po danej marszrucie.

Uniwersalnym podejsciem do rozwiazania
ztozonych zadan optymalizacji jest metoda dekompo-
zycji [5], ktora pozwala zamieni¢ ztozone zadanie
wyj$ciowe zbiorem prostych wzajemnie powigzanych
zadan, koordynacja rozwiazan ktérych, pozwala zna-
lez¢ rozwiazanie zadania wyjs$ciowego. Przy zadanych

wartosciach ¢; (N l.) funkcja celu (2) staje sig liniowa i
posiada rozwiazanie doktadne, otrzymane droga ideal-
nej dekompozycji na zbioér zadan wyboru najkrotszej
drogi w grafie G ,dla okreslonego potoku N . Wybor

N,

marszruty dla potoku N,

przy nieliniowej funkcji
naktadow ¢, (Nl.), zalezy od obcigzenia elementow

sieci, a tym samym od dolaczanych strug wagonow.
W tym przypadku zadanie dekompozycji staje si¢ o
wiele trudniejszym.

Dekompozycja nieliniowa funkcji (2) mozliwa
jest przy wykorzystaniu metod iteracyjnych. Nalezy
przy tym podkresli¢, ze algorytmy iteracyjne nie gwa-
rantuja zbiezno$ci dekompozycyjnego algorytmu roz-
wigzania zadania nieliniowego (2), w skonczonej licz-
bie krokow.

W pierwszym etapie budowy algorytmu de-
kompozycji zadania (2), pominiemy ograniczenia,
dotyczace rozdzielenia potoku.

Woéwczas rozwigzanie zadania w sposob istot-
ny si¢ upraszcza, i funkcje celu mozna przedstawi¢ w
ekwiwalentnej postaci:

=l s2)= 5 0 )

IZ E;,Ni (Slfl )i EZINi (Sfl )%_) " }9%)

gdzie: N, :;M(SE)N[(SE) — potok wagondéw z
wa

3)

. Qo
k do [, przemieszczany po marszrucie S,, o numerze

5(5 = E) i elemencie i .

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze obciazenie
i— tego elementu stanowi tylko rozdzielana czg$¢
~ O
potoku wagonow, tj. N, =N,, N, =0, co nie narusza
0g6lnosci rozwazan.
Minimalizacj¢ funkcji cele (3) dokonuje si¢
przy nastgpujacych ograniczeniach, zwigzanych z
istota rozpatrywanego zadania:
a) ograniczenie dotyczace nieroztacznosci poto-

ku:

N.(s3)=n,(s2} 085 6=10,;

ke l=1n k#I €y
b) ograniczenie dotyczace pelnej realizacji

przewozow (wywozu i wwozu odpowiednio):

5, _
ZN[(S;)ZMJ; Lj=Ln i#j (5
=]

6"/' —
F 2 T
Z N/(SU)_ZVU’ Lj=lLn; i#] (6)

c) ograniczenia zwiazane z warto$cia dodatnia

potokow:
N(s2)z0; i=Ln 6=10,; 0
kil=Ln, k#lI

Do dekompozycji zadania (3+7) wykorzysta-
my klasyczny schemat dowodowy warunkow tego
zadania w obszarze rozwiazania optymalnego.

Niech @Vi (S ,f] )ﬁ bedzie optymalnym rozwigzaniem

zadania (3+7) a g]*\f ; (S 2 ) +AN, (S 2 ))H — rozwiaza-

niem dopuszczalnym, zawierajacym si¢ w obszarze
rozwigzania optymalnego. Wtedy spetniona jest naste-
pujaca nierdwnos¢:

ar{an(s: )= Fv.(s:)- v, (s -
®)
g

Fizyczny sens nierdéwnosci (8) jest taki, ze
dowolny rozktad potoku w sieci, przy rozwiazaniu
optymalnym, nie zmniejsza warto$ci funkcji celu.

Jezeli gl*\fl (S 2 ) +AN, (S 0 ))ﬁ jest rozwiaza-

niem dopuszczalnym, spetiajacym warunki (4+7), to
AN \S ,f, spelnia nast¢pujace zaleznosci:
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AN, (s3)=an (52} 17085 5=10,; o
kl=1n,  k#l

iMiSf)ZO, i,j=Ln;, i#] (10)
=1

iANj(S;)zo, Lj=ln; %] (11)
=1

ANI.(SE)Z 0, jezeli

N(s2)=0; i=Ln 6=18, kiI=ln
k%1 (12)

Uwzgledniajac wypuktos¢ i rozniczkowalnos¢

F@;\fi (S,g)+ AN, (S,g ))@ wzgledem

wszystkich zmiennych, mozna wykorzysta¢ twierdze-
nie Taylora o wartosci funkcji w otoczeniu punktu.
Zazwyczaj, w zadaniach optymalizacyjnych korzysta
si¢ z trzech pierwszych cztondéw szeregu Taylora. Dla

funkcji F %]*V : (S 1?1 ) +AN, (S 1?1 ))@ szereg Taylora

ma postac:

PO (52 )+ v (52 JFE= o (o2 -
oF @v (s2)
[ ;l %N

PRRTIC)

funkcji

(s2)+R

gdzie R — jest reszta o matej wartosci dodatniej, wy-
nikajacej z wypuktosci funkcji £ .

Jezeli drugi czton szeregu Taylora zamienimy
reszta Lagrange’a, to nierownos¢ (8) przyjmie war-

tos¢:
or (st} rom(sil
(s)=0

AF(AN, (55)):5;

, oN(s7)
k#l (13)
gdzie ©[0,1.
* D «
OF%N, (SS)DE dFEV, [
Zauwazmy, 7 .0 0O dzie N,
Yy, Z€ ; , gdzie IV,
on,(s7) an,

— obciazenie i — tej stacji.
Przy matych wartosciach AN, (S k,) mozna

pomijaé czton R , i nierowno$¢ (8) przyjmie postaé:
dFQ\fi H
Z — W,
S,1,k,1 dN,

k#l

(S,f])zo (14)
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Wykorzystujac zaleznosci (9+12), w wyraze-
niu (13) wydzielimy te sktadowe, ktore zwiazane sg z

naktadami  rozniczkowymi  wzdluz ~ marszruty
s2(5=1. 5k,; kl=1n; k;:l):

)H >0 15

s olks S0 s

k#l

Wydzielenie sktadowych naktadow réznicz-
kowych, dotyczacych marszrut S ,f, stanowi idealna
podstawg do dekompozycyjnego algorytmu rozwiaza-
nia zadania wyj$ciowego.

W budowie algorytmu dekompozycji wyko-
rzystamy potok N, (S ,3)> 0, ktory okresla optymalng
cze$¢  korespondencji,
AW D{1,5H}). Poniewaz Nk(S,g)> 0, to z (10)

wynika:

odpowiadajacej marszrucie

6/(1
S,g ;AN S,fl

3B

(16)

Wykorzystujac rownanie (16) doprowadzimy poczat-
kowo nieréwno$¢ (15) do postaci:

a nastgpnie do postaci:

N H dFHNH
Z;AN S,d DDZSE/ N —IDZSE

k%l 5%p

ar v, [
0 DD>O

N 17)

*

Z zaleznosci (12) wynika, ze jezeli N, (S,j):o, to
AN, (S,S)Z 0 i warunek:

dFHN H dFHN H

>z
Sy sy, le

LEY:

(18)

spelnia nierownos¢ (17).

Jesli Nk(S,f,)>O to ANk(S,f,) moze by¢ do-
datnie lub ujemne. Wtedy nierownos¢ (17) speinia
nastgpujacy warunek:

aFAvH  arfivH
0 O_ g g

& dN, _iljzsf dN.

[oE3¢]

(19)



Z wyrazenia (18) wynika, ze S ,f] jest najkrot-
sza, ze wzgledu na sumaryczne naktady rézniczkowe,
marszruta z punktu nadania do punktu przeznaczenia,
za$ wyrazenie (19) dowodzi, iz przy optymalnym roz-
ktadzie potokow, naktady te powinny by¢ jednakowe
dla wszystkich marszrut potoku V,, .

Tak wigc, zadanie wyboru marszruty przy do-
puszczalnym rozdrobnieniu potoku dekomponuje sig
na szereg prostych zadan poszukiwania najkrotszych
odlegtosci z kdo [ ze wzgledu na naklady, tj.

min ZM , gdzie k,l=1,n.
sy, i

Koordynacja tych zadan dokonywana jest z
uwzglednieniem nieliniowych funkcji naktadéow suma-
rycznych kazdego elementu sieci, w zaleznos$ci od
jego obciazenia.

Dowodem na optimum rozwigzania jest po-
wszechnie znany fakt, iz szczegotowe rozwiazanie
optymalne wypuktej funkcji nieliniowej jest rowniez
rozwigzaniem og6lnym.

Naktady rézniczkowe mozna interpretowac,
jako koszty dodatkowe zwiazane z przewozem ostat-
niego wagonu. Jezeli na danej drodze suma naktadow
rozniczkowych jest wigksza niz na drodze innej, to
dana marszruta nie jest optymalna, i dla zmniejszenia
og6lnych naktadéw nalezy ostatni wagon przemiesz-
czaC po innej marszrucie.

Uwzgledniajac strukture funkcji celu (2) ogol-

ne naktady rézniczkowe wzdhuz marszruty S ,f] maja

postac: ( ) ( )
dF(N,) _ < U dt,(N,)U
i%—dN[ _%%"(N")w—m D @

Rozwazmy sens fizyczny sktadowych wyra-
zenia (20). Niech N, [n] bedzie obciazeniem i— tej
stacji w n— tym kroku wyboru marszruty, dla czesci
AN,, potoku N,,.

, (N ; [n]) okresla naktady czasu na przemieszcza-
sy

Wtedy pierwsza skladowa

nie potoku N,, wzdtuz marszruty S ,f] i pozwala oce-
ni¢ efektywnos¢ przytaczenia AN,, do danej marszru-

ty, przy zadanych obciazeniach N, [n] elementow
sieci. Obecnosé
N [] (v, [])
dN

sy i

drugiej sktadowej

uwzglednia efekt nieliniowy,

pojawiajacy si¢ przy zmianie potoku w marszrucie

S 1?1' Tym samym, druga sktadowa pokazuje, w jaki
; . . 5

sposob zmiana w obcigzeniu marszruty S,, wptywa na

przerobke pozostalych potokéw i pozwala ocenic
dodatkowg efektywno$¢ przytaczenia AN,, do danej

marszruty. Efekt nieliniowy, wynikajacy z drugiej
sktadowej rownania (20), w sposob istotny utrudnia
dekompozycje zadania (3+7). Jezeli uwzglednia¢ beg-
dziemy tylko pierwsza skladowa wyrazenia (20) to w
kazdym kroku rozktadu, potoki nalezy przydziela¢ do
marszrut najkrotszych, wybranych przy zadanych ob-
cigzeniach N, [n] elementow sieci.

Optymalny rozktad potoku wagondéw na sieci
kolejowej powinien gwarantowa¢ rOwnowage, tj. naj-
krotsze w sensie naktadow rézniczkowych, marszruty
od punktow nadania do punktéw przeznaczenia. Spo-
strzezenie to stanowi podstawe algorytmoéw wyboru
marszrut dla potokéw wagonow.
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