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Zera i bieguny transmitancji a cz¢stotliwosci
antyrezonansowe i rezonansowe ukladow nosnych pojazdow

W zastosowaniach praktycznych czesto pojawia sie problem ograniczenia drgan urzqdzen zamocowa-
nych na elementach podatnych, przy zatozeniu, ze uktad w stanie ustalonym poddany jest obciqzeniom
o okreslonej czestotliwosci. Znaczy to, ze na kierunku wybranej wspotrzednej uogolnionej przemiesz-
czenia winny by¢ minimalne. Odpowiada to analitycznemu zadaniu wyznaczenia zer odpowiedniej
transmitancji uktadu. Wymagane wartosci zer transmitancji uktadu uzyskano poddajqc uktad modyfi-
kacji przez zastosowanie pasywnych elementow sprezystych lub ttumieniowych.

1. Wprowadzenie.
Dynamika liniowego, stacjonarnego uktadu mechanicznego
o wielu stopniach swobody oraz o wielu wejsciach i wyj-
$ciach reprezentowana jest macierza transmitancji operato-
rowych i widmowych. Elementy macierzy transmitancji sa
w takim przypadku przyczynowymi funkcjami wymiernymi
zmiennej zespolonej. Miejsca zerowe mianownikow macie-
rzy transmitancji nazwano biegunami a miejsca zerowe
licznikdéw elementéw macierzy transmitancji zerami. O ile
badanie i interpretacja biegundow transmitancji dla uktadoéw
mechanicznych sa znane, o tyle badanie i interpretacje zer
transmitancji dla uktadow mechanicznych przedstawiono w
literaturze stosunkowo niedawno [3], gdzie omoéwiono
fizyczna interpretacj¢ zer transmitancji jako czestotliwosci
anty-rezonansowych, czyli czestotliwosci wymuszenia typu
harmonicznego, przy ktorych odpowiedz uktadu przyjmuje
wartoS$ci bliskie zeru.

W pracach [4, 5] przedstawiono strukturalny aspekt inter-

pretacji zer transmitancji. Stwierdzono, ze zera transmitan-

cji mozna interpretowaé jako bieguny uktadu uzyskanego z

uktadu podstawowego. Wymaga to wprowadzenia wigzoéw

w postaci unieruchomienia na kierunkach wspotrzednych

uogdlnionych zgodnych z kierunkami wymuszenia i odpo-

wiedzi w badanym uktadzie.

W zastosowaniach praktycznych czgsto pojawia si¢ pro-

blem ograniczenia drgan maszyn, silnikow czy innych

urzadzen zamocowanych na elementach podatnych przy
zatozeniu, ze uktad w stanie ustalonym poddany jest wy-
muszeniu o statej czgstotliwosci.

W procesie projektowania celem jest okreslenie struktury

uktadu 1 charakterystyk sztywnos$ciowo-tlumieniowych

elementéw podparcia dla uzyskania minimum odpowiedzi
na kierunku okreslonej wspotrzgdnej uogolnionej przy
zadanej eksploatacyjnej czgstotliwosci wymuszenia.

Celem artykutu jest badanie (na wybranym przyktadzie)

wptywu modyfikacji struktury uktadu poprzez wprowadze-

nie pasywnych elementow sprezystych (sprezyna srubowa)

Iub thumiacych (thumik wiskotyczny) na wartosci biegundéw

i zer elementéw macierzy transmitancji, a tym samym na

warto$ci czgstotliwosci rezonansowych i antyrezonanso-

wych.

2. Transmitancja jako formalizm modelowania proce-
sow zachodzacych w liniowych ukladach mechanicz-
nych.

Rownania ruchu dyskretnego, liniowego, stacjonarnego

modelu uktadu mechanicznego o 7 stopniach swobody,

przedstawiono w postaci :
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M-q+D-q+K-q=B-f (1)
a rownanie wyis¢ jako:
y=C-q @)
gdzie:
a, a9, q - wektory wspotrzednych, predkosci i

. . x1
przyspieszen uogoélnionych (4 € R" ),
.. x1
f - wektor wymuszen w postaci sit (f € Rn" ),
Y - wektor wielko$ci mierzonych w postaci przemieszczen
(YR,
M, D, K - macierze bezwtadnosci, thumienia i
sztywnoéci (M, D,KeR™")
B- macierz wejs¢ rzedu 7 (B € R ),
C - macierz wyjsé rzedu P (Ce€ R ),
przy czym macierze M, D | K spetiaja warunki:

M=M">0 D=D">0 K=K"20

Po przeprowadzeniu transformacji Laplace’a, co zapisano
zaleznoS$cia

[y(s)£(s)]=

przyjgciu
q(0) =q(0) =0 yzyskano zwiazek miedzy transformatami

[y(e)£(0)]- e at 3)

O ey 8

oraz zerowych warunkow poczatkowych

wektora wyjscia i wektora wejScia w postaci:

y(s)=H(s)-f(s) “

Transmitancje¢ operatorowa H(S) wyznaczono jako:

H(s)=C-(K+s-D+s> M) -B=
(5)
C-Z(s)-B

gdzie Z(S ) jest zespolona podatnoscia dynamiczng uktadu.

2.1. Zera i bieguny transmitancji.
Transmitancja wyrazona za pomoca zaleznosci (5) jest
macierza wymierna, przyczynowa, ktorej elementy h[j S )

sa przyczynowymi funkcjami wymiernymi
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hij(s)z b,-j(S) yi=le,p j=l..,m (6)
gdzie
a; (S ) - licznik w postaci wielomianu zmiennej
operatorowej,
b,y (S ) - mianownik w postaci wielomianu zmiennej
operatorowe;.

Kazda przyczynowa macierz wymierna mozna prze-
ksztalci¢ za pomoca macierzy unimodularnych do

kanonicznej postaci McMillana H,, (S ) [1].

) d,-agmj)),...,'j:(fﬂ 0

0 0

Q)

gdzie 7 jest rzgdem macierzy, a wielomiany mi(s ) oraz
Vi (S ) sa wzglednie pierwsze oraz wielomiany it (S )
(odpowiednio Vi (s )) dziela sig bez reszty przez wielomiany
mi(s) (odpowiednio Vi+i (S) ).

Miejsca zerowe wielomianu w liczniku

m(s)=m(s)-....m,(s) ®)

nazywamy zerami Z; (skonczonymi) macierzy trans-

mitancji (5). Wielomian m(s) jest rowny najwigkszemu
wspolnemu dzielnikowi licznikéw wszystkich minorow
stopnia " macierzy transmitancji (5) sprowadzonych do
wspolnego mianownika [2].

Miejsca zerowe wielomianu w mianowniku

(5)= 1 (s)r, () o

nazywamy biegunami P; (skonczonymi) macierzy

v(s)

transmitancji ~ (5). Wielomian jest  rowny
najmniejszemu  wspdlnemu mianownikowi wszystkich
niezerowych minoré6w  wszystkich stopni macierzy

transmitancji (5) [2].

Liczbe § = Z nazywamy zerem transmisyjnym macierzy
H(S ), jezeli wektor odpowiedzi uktadu poddanego
wymuszeniu o postaci

f(t)=k(r)-e” (10)
gdzie k€ U

jest rowny zeru dla £ >0 czyli gdy réwnanie (2) przyjmie
postaé

C-q=0 (11)
Zatem znalezienie warto$ci zer transmisyjnych macierzy
transmitancji jest istotne z praktycznego punktu widzenia,
poniewaz umozliwia wyznaczenie wektora odpowiedzi o
sktadowych rownych 0 (zero), na wymuszenie charakte-
ryzowane przez zera transmisyijne (10).

2.2. Strukturalna i fizyczna interpretacja zer trans-
misyjnych oraz biegunéw
W dalszych badaniach przyjeto macierze C oraz B jako
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. . nxn
macierze jednostkowe, przy czym C.BeR™"
Transmitancja operatorowa uktadu przyjmie zatem postac:

H(s)z Z(s)

(12)
Elementy hg,- (S ) macierzy (12) spetniaja zaleznos¢
H(s
[hzf(s)]= |HESi (13)

gdzie:
H(S ) - transponowana macierz dopehien algebraicznych,

Hji(SX ,

|H(S 1 - wyznacznik macierzy transmitancji.

ktorej elementy maja postaé 7 (S ) = (-1

Podmacierze H” (S ) uzyskano poprzez skreslenie J -tego

rzedu oraz i -tej kolumny w macierzy transmitancji H(S ) .
Bieguny macierzy transmitancji sa pierwiastkami

wielomianu |H(S 1 =0, Zera macierzy transmitancji

wyznaczane sa wedhug zaleznosci (7) oraz (8).

W badaniach przyjgto, ze w ukladzie wystgpuje jedno
wejscie w postaci sity przylozonej na kierunku wybrane;j
wspotrzednej uogdlnionej oraz jedno wyjscie w postaci
przemieszczenia mierzonego na kierunku wybranej
wspolrzednej uogdlnione;.

Przy tych zalozeniach zera transmitancji sa rdGwnowazne
pierwiastkom wielomianéw wystgpujacych w licznikach

odpowiednich skalarnych funkcji h[j (S ) macierzy H(S ) ,a
bieguny sa pierwiastkami wielomianéw wystepujacych w
mianownikach tych funkc;ji.

Przyjmujac, ze wymuszenie przylozone jest na kierunku
P -tej wspotrzednej uogdlnionej a pomiar odbywa sie na
kierunku ¢ -tej wspolrzednej uogdlnionej, sprowadzono
wyznaczenie zer transmitancji do znalezienia pierwiastkow

wielomianu hpq (S ) =0, Wyznaczone wartosci odpowia-

daja biegunom transmitancji H Pq (S ) uzyskanej w wyniku
skreslenia P -tego wiersza i ¢ -tej kolumny w macierzy
transmitancji H(S ) Wyznaczanie zer macierzy trans-
mitancji  zastagpiono zatem Wwyznaczaniem warto$ci
wiasnych macierzy o postaci:

1
Hpq(s)z(qu+S'qu+sz'Mpq (14)

gdzie macierze Ko, Dy, M, utworzono przez

skreslenie P -tego wiersza i ¢ -tej kolumny w macierzach,
odpowiednio K| D oraz M |

Rozktad zer i biegundéw na plaszczyznie zespolonej umoz-
liwia oceng uktadu w zakresie jego stabilnosci (uktad jest
stabilny, gdy jego bieguny znajduja si¢ w lewej pot-
pltaszczyznie zespolonej) oraz oceng, czy uktad jest mini-
malno-fazowy (ukfad jest minimalno-fazowy, gdy zera
znajduja si¢ w lewej pol-plaszczyznie zespolone;).

W analizie dynamiki uktadow liniowych istotng informacje
uzyskuje si¢ dzigki wykorzystaniu charakterystyk w
dziedzinie  czgstotliwosci.  Dokonujac  podstawienia
§=j-0  gdzie ® jest czestotliwoscia kotowa, do zalez-
nosci (12) uzyskano macierze transmitancji widmowej w
postaci:
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H(j-m):(K+j-m~D—co2-MT1 (15)
Przy zatozeniu, Ze zera i bieguny transmitancji sa liczbami
zespolonymi (Z; =Rez;+j-Imz;. p;=Rep;+j-Imp;)
biegunom transmitancji przyporzadkowuje si¢ w dziedzinie
czestotliwosci, czestotliwosci rezonansowe @y

,, =\/(Repi)2 +(Impi)2 (16)

a zerom transmitancji przyporzadkowuje si¢ w dziedzinie

czestotliwosci, czgstotliwoscei anty-rezonansowe @ jar

O jor = \/(Rezj)z +(Imzj)2 (17)

Dla oceny zjawisk zachodzacych w uktadzie wykorzystano
charakterystyke amplitudowo-czestotliwosciowa:

1y (-0 )| = 4,(0) =

. . (18)
\/(Re hy (J ‘D))Z + (Imhij(f 0)))2
oraz charakterystyke fazowo-czestotliwosciowa:
Imh.(7-
(p,-j(co)=arctanM (19)

Reh,-j(j-oo)

3. Przyklad obliczeniowy

Jako uktad podstawowy, poddany nastepnie modyfikacji,
przyjeto dyskretny model belki wspornikowej, opisany
trojwymiarowym wektorem wspotrzednych uogdlnionych

(1)
q(t) =|g,(0)
q;()

co przedstawiono na rys. 1.

k. c
0
\ﬁqz(t)

7
Rys. 1. Dyskretny model uktadu podstawowego.

S@

q,0 ql(t) = (1)

Macierz sztywnosci K wyznaczono za pomoca metody sit,
a macierz mas M - wykorzystujac metode mas
skupionych. Otrzymano wartosci:

0129 —0,295 0222
K=|-0,295 0813 -0,850]-10°
0222 -0850 1477

0,2
M = diag| 1,0
1,0

Macierz tlumienia wewnetrznego D w belce przyjeto w
postaci ttumienia proporcjonalnego:
D=o-K+p-M
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gdzie wartosci wspotczynnikow Qi B przyjeto wedtug [1]:
a =0,0001 B =1

Zatozono, ze konieczna jest modyfikacja charakterystyk

sztywnosciowych i thumieniowych uktadu w celu uzyskania

odpowiednich warto$ci czestotliwosci rezonansowych @ ,;

i czestotliwosci anty-rezonansowych @ g, .

Modyfikacje struktury uktadu przeprowadzono poprzez

podparcie belki wspornikowej (uktad podstawowy) za

pomoca:

1° liniowej sprezyny:

— na kierunku wspohrzednej uogolnionej 41(*) - wariant
A,

— na kierunku wspotrzednej uogélnionej 92(f) - wariant
B,

2° thumika wiskotycznego:

— na kierunku wspohrzednej uogolnionej 41(Y) - wariant
C,

— na kierunku wspotrzednej uogélnionej 92(f)
D.

Przyjgto dwie wartosci wspotczynnika sztywnos$ci sprezyny

N N
k1=4000[;} i k2=8000[;} oraz dwie wartosci

wariant

N-s
wspolczynnika  thumienia  tlumika @) =10 i

m
d2=15{—N's]
m

Badania przeprowadzono dla przypadkow, gdy wejscie w
postaci sily obciazajacej oraz wyjScie w postaci
przemieszczenia zwiazane byly z kierunkiem tej samej
wspolrzednej uogodlnionej, odpowiednio 91 (#) b ¢, ().
Macierz wej$¢ ma postac:

1 0
B=|0| 1y |!
0 0

a macierz wyjsc:
c=[t 0 owpfo 1 0]

Wielkosci otrzymywane podczas analizy zapisywano za
pomoca uogdlnionego symbolu XWyY gdzie:
W - badana wielko$¢ (bieguny, zera, czgstotliwosc ...),
W . przyjety wariant uktadu (A, B, C lub D),

- przypadek wspotczynnika sztywnosci (thumienia),

- kierunek wspoétrzednej uogdlnionej zwiazanej z
wejsciem 1 wyjsciem uktadu.
Przykladowo, 12,2
wyznaczonej dla wariantu A uktadu (belka wspornikowa

oznacza zero transmitancji
podparta spr¢zyna na kierunku wspotrzednej 91) sprezyna o
stalej ki, a wejscie 1 wyjscie zwiazane sa z kierunkiem
wspotrzednej uogolnionej 92 .

Schematy uktadu zmodyfikowanego odpowiadajace
wariantom badawczym przedstawiono na rys. 2a, rys. 2b,
rys. 2¢ oraz rys. 2d.
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Rys. 2a. Dyskretny model uktadu zmodyfikowanego wedtug
wariantu A

12)B2 £ () 12)B1 £ ()

(=10 g =0
Y 2 1

Rys. 2b. Dyskretny model uktadu zmodyfikowanego wedtug
wariantu B

12)C2 £ (1) 12)C1 £ (7
| -

4,0 0=y T |a® =10
Y

k; &

d\(d,)

Rys. 2¢. Dyskretny model uktadu zmodyfikowanego wediug

wariantu C
kj]': G 1@D2 £ (7 { 10)D1 £ ()
! N
4. g O=y0  qO=y0D
Y
d\(d,)

Rys. 2d. Dyskretny model uktadu zmodyfikowanego wedtug
wariantu D

3.1. Bieguny i zera transmitancji dla belki wsporniko-
wej (dla ukladu podstawowego)

Skalarne funkcje reprezentujace przekatna macierzy
transmitancii wyznaczono wykorzystujac zalezno$¢ (12):

4 ;

Y al, 3
h1(s) =—f§° :
y b; 3/
j=0
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gdzie wspotczynniki przy kolejnych potggach zmiennej
operatorowej s w liczniku i w mianowniku zapisano w
postaci wektorow:

al =[4,8¢18 1,6el5 23el4 2lel0 1,0e9]
a2 = [1,4e18 3,5¢14 4,2¢13 4,1e9 2,0e8]
a3 =[1.8¢18 1,6el4 2,9¢l3 3,5¢9 2,0e8]
b= [4,4e21 1,3el9 2,5¢18 8,4cl4

5,8el13  5,9¢9 2,0e8]

Bieguny transmitancji P; wyznaczono jako pierwiastki
wielomianu mianownika transmitancji, a zera transmitancji
Z; jako pierwiastki wielomianu licznika transmitancji.

Wartosci biegundéw transmitancji uktadu podstawowego
zebrano w tabeli la, a wartos$ci zer transmitancji uktadu
zebrano w tabeli 1b.

Warto$ci biegunéw transmitancji ukladu

podstawowego
Tabela 1a
Bieguny
I P
1 -8,5+j-490,8
2 -3,74.225,0
3 -2,54j.42,5
WartoSci zer transmitancji ukladu
podstawowego
Tabela 1b
Zera
J z,1 z,2 z,3
1 -7,64j.453,5 -6,7+j-413,0 -5,94j.373,3
2 -3,14j.152.,4 -3,5+j.203,0 -2,64j.79,9

Ze wzgledu na to, ze bieguny i zera transmitancji sg
liczbami zespolonymi, przypisuje si¢ im fizyczng

interpretacje jako czestotliwoéci rezonansowe @ dla
biegunéw transmitancji oraz jako czestotliwosci anty-
rezonansowe O j,. dla zer transmitancji.

Wartosci czestotliwosci rezonansowych uktadu
podstawowego zebrano w tabeli 2a, a czgstotliwosci anty-
rezonansowych w tabeli 2b.
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Wartosci czestotliwosci rezonansowych Tabela 2a
Czestotliwo$ci rezonansowe [rad/s]
! Y ir
490.9
2 225.0
42.6
WartoSci czestotliwos$ci anty-
rezonansowych Tabela 2b
Czestotliwos$ci anty-rezonansowe [rad/s]
J o, 1 ®,,2 o3
453.6 413.3 3733
2 152.5 203.3 80.0

Pogladowa informacj¢ o charakterze zjawisk zachodzacych
w ukladzie uzyskuje si¢ na podstawie analizy potozenia
biegunow i zer transmitancji na plaszczyznie zespolone;.
Rozktad zer i biegunow transmitancji uktadu podstawowe-
go, dla przypadku gdy wyjscie i wejscie uktadu zwiazano z
kierunkiem wspoirzednej uogolnionej ¢ (t), przedstawio-
no na rysunku 3a, a gdy zwiazano z kierunkiem wspol-

rzednej uogdlnionej ¢ - (#) -na rysunku 3b.

BO0

+
o}
400
200 +
o}
L]
e
£ +
o}
200 +
-400
o}
+
-B00
-10 -3 -6 -4 -2 o 2
Rep, Rez

Rys. 3a. Potozenie biegunow P; (+) oraz zer Z jl (0)
transmitancji uktadu podstawowego.

GO0

+

400 o]

200 kel
-
s
£ +

200 e}

-400 o

+
-600
-0 ] -5 -4 ] 0 2
Rep, Rez

Rys. 3b. Potozenie biegunéw P; (+) oraz zer Z j2 (0)

transmitancji uktadu podstawowego.
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Do wyznaczonych warto$ci zer i biegunow transmitancji
oraz warto$ci czgstotliwosci rezonansowych 1 anty-
rezonansowych uktadu podstawowego odnoszone bede
zmiany tych wielkosci wynikajace z modyfikacji uktadu.
Rozktady zer i biegunéw transmitancji uktadu podstawo-
wego na plaszczyznie zespolonej sa typowe dla uktadow z
niewielkim tlumieniem - charakterystyczna cecha jest
przemiennos$¢ potozenia zer i biegunow.

3.2. Bieguny i zera transmitancji ukladu, w ktéorym

belka wspornikowa podparta jest liniowa sprezyna
W wyniku podparcia belki wspornikowej liniowa spr¢zyna
o wspotczynniku sztywnosci ky (wariantowo kz) na
kierunku wspoétrzednej uogodlnionej 91 (f), zmianie ulegla,
odpowiednio do wariantu, warto$¢ elementu kyy macierzy
sztywnoséci K :

k= 16900[£} (k” = 20900PD
m m

Skalarne funkcje reprezentujace przekatna macierzy
transmitancji wyznaczono wykorzystujac zalezno$¢ (12).
Dla badanych wariantow: 1A1, 1A2, 2A1 oraz 2A2, maja
one postac:

4 ,

Slayl,;-s'
1h ,1(s) = 50—

Y lby; s’

j=0 °

4

Yla,2;-s'
1h ,2(s) = =0

2 1by;-s

j=0

4 .

>Y2a,l;-s'
2h,1(s) = B—

2 2by-s

j=0

4 4

Y2a,2;-s'
2h,2(s) = =2 .

> 2by; s’

=

gdzie wspotczynniki przy kolejnych potggach zmiennej
operatorowej s w liczniku i w mianowniku zapisano w
postaci wektorow:

la,1=[4.8¢18 16el5 23el4 21el0 1,0e9]
12,2=[2,0el8 4,0el4 4.6el13 41e9 2,0e8]
b, = [23€22 1919 3,4el8 93el4
6,313 59¢9 2,08]
2a,1=[48¢18 16el5 23el4 21el0 1,0e9]
2a,2=[26el8 45el4 50el3 41e9 2,0e8]
2b, = [43e22 26el9 44el8 1,0el5
6,7¢13  59¢9  2,0e8]

Bieguny lp Aiy 2p 4i transmitancji wyznaczono jako
pierwiastki wielomianu mianownika transmitancji, a zera

1z, lj 1z, 2,‘ , 2z, lj , 22, 2,- transmitancji jako
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pierwiastki wielomianu licznika transmitancji.
Wartoséci biegunoéw transmitancji uktadu zebrano w tabeli
3a, a wartosci zer transmitancii zebrano w tabeli 3b.

Wartosci biegunoéw transmitancji ukladu Tabela 3a
Bieguny

I 1p 4 2p 4

1 -8,54j-494,6 -8,54j.498.,9

2 -3,74j-246,7 -3,74j.269,6

3 -2,6+j-88,9 -2,64j-108,5

WartoSci zer transmitancji ukladu Tabela 3b
Zera

J 12,1, 1z,2; 2z,1; 22,2,

1 -7,6 -6,7 -7,6 -6,7
14535 | 454182 | 454535 | 454245

2 -3,1 -3,5 -3,1 -3,6
+j-152,4 +j-239,2 4j-152,4 1j-268,2

Ze wzglgdu na to, ze bieguny i zera transmitancji sa
liczbami zespolonymi, przypisuje si¢ im fizyczng interpre-
tacje¢ jako czestotliwosci rezonansowe lo 4 204, dla
biegundéw transmitancji oraz jako czestotliwosci anty-

rezonansowe 10 4z 1 104,220 4., 1§ 20 4.2 dla zer

transmitancji.
Wartosci czgstotliwosci rezonansowych ukladu zebrano w
tabeli 4a, a czgstotliwosci anty-rezonansowych w tabeli 4b.

WartoSci czestotliwos$ci rezonansowych Tabela 4a
Czestotliwos$ci rezonansowe [rad/s]
! 1(’0 Air 2(’0 Air
494.6 498.9
2 246.8 269.6
3 88.9 108.6
Wartosci czestotliwosci anty- Tabela 4b

rezonansowych

CzestotliwoS$ci anty-rezonansowe [rad/s]

J 1o ,1 | 10,2 | 204,1 | 20,2
453.6 418.2 453.6 424.5
2 152.5 239.3 152.5 268.3

Pogladowa informacj¢ o charakterze zjawisk zachodzacych

w ukladzie uzyskuje si¢ na podstawie analizy potozenia

biegundéw 1 zer transmitancji na plaszczyznie zespolonej.

Rozktad zer i biegundéw transmitancji badanego uktadu
N

(sztywnos$¢ sprezyny ky = 8000{;} ), dla przypadku, gdy

wyjscie 1 wejscie uktadu zwiazano =z kierunkiem
wspotrzednej uogolnionej 71 ), przedstawiono na rysunku
4a, a gdy zwiazano z kierunkiem wspotrzednej uogoélnione;j

42(") - na rysunku 4b.
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Rys. 4b. Potozenie biegunow ZpAi (+) oraz zer ZZA; 2 (0)

transmitancji uktadu

W wyniku podparcia belki wspornikowej liniowa sprezyna
o wspoOtczynniku sztywnosci K1 (wariantowo K2) na
kierunku wspotrzednej uogolnionej 92(f) | zmianie ulegla,
odpowiednio do wariantu, warto$¢ elementu X2 macierzy
sztywnosci K :

kyy = 85300{E} (kzz = 89300[ED
m m

Skalarne funkcje reprezentujace przekatna macierzy
transmitancji wyznaczono wykorzystujac zaleznos$¢ (12).
Dla badanych wariantow: 1B1, 1B2, 2B1 oraz 2B2, maja
one postac:

4 .
Ylagl;-s'
Thyl(s) = 50—
> 1bg;-s
Jj=0
4 .
Slag2, 3
Ihp 2(s) = 50—
Y by 37
j=0
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4

22agl;-s
2hyl(s) ==

Y. 2bg; s’

j=0

4 .

Y. 2ag2;-s'
2hpg2(s) ==

Y. 2by; s’

j=0

gdzie wspoélczynniki przy kolejnych potggach zmienne;j
operatorowej s w liczniku i w mianowniku zapisano w
postaci wektorow:

lagl=[54el8 1,7¢l5 23el4 2,lel0 1,0e9]
lag2 = [1,4el8 3.5el4 4213 41e9 2,0e8]

1bg = [1,0e22 1,5¢19 2,7¢18 8,6el4
59el3 599  2,0e8]

2a51=[59¢18 1,7el5 24el4 2]lel0 1,09]
2a52=[l,4e18 3,5¢l4 4,2¢13 4,1e9 2,0¢8]

2bg = [1,6€22 1,6el9 2,918 8,7¢l4
6,0el13 599  2,0e8]
Bieguny transmitancji 1Pz, 2Pp wyznaczono jako

pierwiastki wielomianu mianownika transmitancji, a zera

lzpl;, 1zp2; 2zpl; oraz 2232; jako

transmitancji
pierwiastki wielomianu licznika transmitancji.
Wartosci biegunoéw transmitancji ukladu zebrano w tabeli

5a, a warto$ci zer transmitanciji zebrano w tabeli 5b.

WartoSci biegunéw transmitancji ukladu Tabela Sa
Bieguny
I 1pg 2py,
1 -8,5+j.492,1 -8,54j-493,4
2 -3,84j.226,1 -3,8+j.227,3
3 -2,24j.83,7 -2,54j.78,9
WartoSci zer transmitancji ukladu Tabela 5b
Zera
J 1z,1, 1,2, 2z,1, 22,2,
1 -7,6 -6,7 -7,6 -6,7
+)-454,9 +j-413,3 +]-456,4 +§-413,3
2 -3,1 -3,5 -3,1 -3,5
+-161,1 4j-203,3 4j-169,1 4j-203,3

Ze wzgledu na to, ze bieguny 1 zera transmitancji sa
liczbami zespolonymi, przypisuje si¢ im fizyczna

interpretacj¢ jako czgstotliwosci rezonansowe lo g, ,
20 gir dla biegundéw transmitancji oraz jako czgstotliwosci

anty-rezonansowe 10y, 1 1oy, 2 205, 1 oray

20,2 dla zer transmitancji.

Wartos$ci czestotliwoscei rezonansowych uktadu zebrano w
tabeli 6a, a czestotliwosci anty-rezonansowych w tabeli 6b.
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WartoSci czestotliwo$ci rezonansowych Tabela 6a

Czestotliwosci rezonansowe [rad/s]
! lo 5, 20 4,
492.2 493.5
2262 227.4
63.8 79.0
WartoSci czestotliwos$ci anty- Tabela 6b

rezonansowych

Czestotliwo$ci anty-rezonansowe [rad/s]

J | log,1 log,2 | 20,1 | 204,2
1 455.0 413.4 456.5 413.4
2 161.1 203.3 169.2 203.3

Pogladowa informacj¢ o charakterze zjawisk zachodzacych
w uktadzie uzyskuje si¢ na podstawie analizy potozenia
biegunoéw i zer transmitancji na plaszczyznie zespolonej.
Rozktad zer i biegunéw transmitancji badanego uktadu

N
(sztywnos$¢ sprezyny ky = 8000[;} ), dla przypadku gdy

wyjécie 1 wejscie ukladu zwigzano z kierunkiem
wspohrzednej uogdlnionej ¢1(?) , przedstawiono na rysunku
Sa, a gdy zwiazano z kierunkiem wspoirzednej uogoélnione;j
4>(t) - na rysunku 5b.
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W celu przedstawienia wptywu modyfikacji uktadu za
pomoca elementu sztywno$ciowego na wartosci czgstotli-
wosci rezonansowych i anty-rezonansowych przeprowa-
dzono analizg czgstotliwosciowa z wykorzystaniem syste-
mu komputerowego [6]. Charakterystyki amplitudowo-
czgstotliwosciowe (w skali decybelowej) wyznaczone dla
badanych wariantdéw przedstawiono na: rys. 6a, rys. 6b,
rys. 6¢ oraz rys. 6d.

Ukkad podstaseanny

Wariant 141

-100

YWemocnienie amplitudowe [dB]

I ]
1 1
! 1
! 1
1 1
150 80 (1525 4538
10 107 107 10
czestotliwosc [rad/sec]

Rys. 6a. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantow 1A1 oraz 2A1 uktadu
zmodyfikowanego
-40
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o | [ I
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Rys. 6b. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantéw 1A2 oraz 2A2 uktadu

zmodyfikowanego
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Rys. 6¢. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantow 1B2 oraz 2B2 uktadu
zmodyfikowanego
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Rys. 6d. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantow 1B1 oraz 2B1 uktadu
zmodyfikowanego

Modyfikacja uktadu za pomoca elementu sztywnosciowego
(sprezyna $rubowa) powoduje zmiany potozenia biegundéw
(warto$ci  czgstotliwo$ci rezonansowych) oraz zmiany
potozenia zer (wartosci czestotliwosci anty-
rezonansowych). Na warto$ci zer i warto$ci czg¢stotliwosci
anty-rezonansowych istotny wplyw ma posta¢ wektora
wejs¢ 1 wektora wyjsc.

Modyfikacja uktadu za pomoca elementu sztywnosciowego
nie zmienia formy rozktadu zer i biegunéw typowego dla
uktadu z niewielkim thumieniem — zachowana jest prze-
mienno$¢ potozenia biegundw i zer.

Na podstawie analizy wynikéw stwierdzono, ze warto$ci
zer (wartosci czgstotliwosci anty-rezonansowych) nie ule-
gaja zmianie, jesli modyfikacji podlega charakterystyka
sztywno$ciowa uktadu na kierunku wspotrzednej uogolnio-
nej, na ktérej dziala wymuszenie oraz dokonywany jest
pomiar. Wptyw lokalizacji elementu podpierajacego belke
wspornikowa na wartosci czgstotliwosci rezonansowych i
anty-rezonansowych jest najlepiej widoczny na wykresach
charakterystyk czgstotliwo$ciowych.

3.3. Bieguny i zera transmitancji ukladu, w ktérym
belka wspornikowa podparta jest ttumikiem wisko-
tycznym

W wyniku podparcia belki wspornikowej thumikiem wisko-

tycznym o wspélczynniku thumienia @) (wariantowo 92)

na kierunku wspotrzednej uogélnionej 91(f), zmianie ule-

gta, odpowiednio do wariantu warto$¢ elementu 911 macie-

rzy thumienia D'

dyy =1 1,646{ﬂ} (d“ = 16,646{N SD
m m

Skalarne funkcje reprezentujace przekatna macierzy trans-
mitancji wyznaczono wykorzystujac zaleznos¢ (12). Dla
badanych wariantow: 1C1, 1C2, 2C1 oraz 2C2, maja one
postac:

4 )
Slapl, B3

Ihel(s) =E——
y b 37
j=0

4 .
Slag2; B3

Ihe2(s) = 50—
> lbg; (37
j=0
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4 A
S 2a.1, 3

2hel(s) = 20—
Y 2b¢; 37
j=0

4 .
S 2a.2; B3

2he 2(s) = E—
Y 2bg 3/
Jj=0

gdzie wspoélczynniki przy kolejnych potggach zmienne;j
operatorowej s w liczniku i w mianowniku zapisano w
postaci wektorow:

lacl=[48¢18 16el5 23el4 2,]el0 1,0e9]
lac2=[l,4el8 18el5 43el3 14el0 2,0e8]

1b. = [4,4e21 6,lel9 2,6el8 3,lel5
5,9e13  1,6el0 2,0e8]

2ac1=[48e18 16el5 23el4 21el0 1,0¢9]
2a.2=[14el8 2,6el5 43el3 19¢10 2,0e8]

2bo = [4,4e21 8,5¢19 2,6el8 43el5
6,9¢13  2,lel0  2,0e8]
Bieguny transmitancji 1Pci, 2Pc  wyznaczono jako

pierwiastki wielomianu mianownika transmitancji, a zera
transmitancji 12¢l;, 12¢2; 2z¢l; oraz 2202, jako
pierwiastki wielomianu licznika transmitancji.

Wartosci biegunoéw transmitancji ukladu zebrano w tabeli
7a, a warto$ci zer transmitancii zebrano w tabeli 7b.

Wartosci biegunéw transmitancji ukladu Tabela 7a
Bieguny
! 1pe; 2pg
1 -12,7+j-494,0 -14,7+].489,8
2 -15,14.223,7 -20,7+j.222,1
3 -12,045.41,1 -16,9+j.39,6
WartoSci zer transmitancji ukladu Tabela 7b
Zera
J lz.1, 1z.2, 2z.1, 2z.2,
1 -7,6 -11,2 71,6 -13,2
+)-453,5 +.412,6 +].453,5 +.411,9
2 -3,1 -24,1 -3,1 -34,6
+j-152,4 +j-202,1 +j-152,4 4j-201,0

Ze wzgledu na to, ze bieguny i zera transmitancji sa
liczbami  zespolonymi, przypisuje sig¢ im fizyczna
interpretacije jako czestotliwosci rezonansowe 10¢i | 20,
dla biegunéw transmitancji oraz jako czgstotliwosci anty-
rezonansowe 19¢a 1, 10602 20,1 i 20642 dla zer
transmitancji.

Wartosci czgstotliwosci rezonansowych ukladu zebrano w
tabeli 8a, a czgstotliwosci anty-rezonansowych w tabeli 8b.
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Wartosci czestotliwos$ci rezonansowych Tabela 8a
Czestotliwos$ci rezonansowe [rad/s]
! 1(’0 Cir 2(’0 Cir
495.0 490.0
2 2242 223.0
3 42.8 43.0
Wartosci czestotliwosci anty- Tabela 8b
rezonansowych
Czestotliwos$ci anty-rezonansowe [rad/s]
J | log,1 log,2 | 20,1 | 20,2
453.6 412.8 453.6 412.1
2 152.5 203.6 152.5 203.9

Pogladowa informacj¢ o charakterze zjawisk zachodzacych
w uktadzie uzyskuje si¢ na podstawie analizy potozenia
biegundéw i zer transmitancji na plaszczyznie zespolone;.
Rozktad zer i biegundéw transmitancji badanego uktadu

. . . N's
(wspotczynnik thimienia @) =10 o ), dla przypadku

gdy wyjscie i wejscie ukladu zwiazano z kierunkiem
wspolrzednej uogdlnionej ¢1(?), przedstawiono na rysunku
7a, a gdy zwiazano z kierunkiem wspoétrzednej uogdlnione;j
9>(t) - na rysunku 7b.
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Rys. 7a. Polozenie biegunow 2pci (+) oraz zer ZZle (0)

transmitancji uktadu
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Rys. 7b. Poltozenie biegunow 2pgi (+) oraz zer 2ch2 ©O)

transmitancji uktadu
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W  wyniku podparcia belki wspornikowej thumikiem
wiskotycz-nym o wspétezynniku thumienia @ (wariantowo
d5) na kierunku wspétrzednej uogoélnionej ¢2(f) | zmianie
ulegta, odpowiednio do wariantu, warto$¢ elementu @2

macierzy thumienia D :

dyy = 19,067{E} [dzz = 24,067{]\, SD
m

m

Skalarne funkcje reprezentujace przekatna macierzy

transmitancji wyznaczono wykorzystujac zalezno$¢ (12).

Dla badanych wariantéw: 1D1, 1D2, 2D1 oraz 2D2, maja

one postac: 4 '
Ylapl;-s'

1hp I(s) = Z—
Y 1by, s’
Jj=0

4 .
Ylap2;-s'

1hp 2(s) = 20—
> by, -5’
j=0

4 .
Y. 2apl; s’
2hp1(s) = 50—
2byy; -5/
j=0

gdzie wspoélczynniki przy kolejnych potggach zmiennej
operatorowej s w liczniku i w mianowniku zapisano w
postaci wektorow:
lap1=[48¢18 3lel5 23el4 31el0 1,0¢9]
lap2 =[l4el8 3.5¢l4 4.2¢13 41e9 2,0e8]
1bp = [4,4e21 2,7el9 2,5e18 1,3el5
5,9el3  5,9¢9 2,0e8]
2a,1=[48¢el8 3815 23el4 3,6el0 1,0¢9]
2ap2 = [1,4e18 3,5¢14 4,2¢13 4,19 2,0e8]

2bp = [4.,4e21 3.,4el9 2,5¢18 1,5el5
5,9e13  8,9e¢9 2,0e8]

Bieguny transmitancji lpDi, 2pDi wyznaczono jako
pierwiastki wielomianu mianownika transmitancji, a zera
transmitanciji 12p1;, 12p2;, 22,1, oraz 2252, jako
pierwiastki wielomianu licznika transmitancji.

Warto$ci biegundéw transmitancji uktadu zebrano w tabeli
9a, a wartosci zer transmitanciji zebrano w tabeli 9b.

Ze wzgledu na to, ze bieguny i zera transmitancji sa
liczbami  zespolonymi, przypisuje si¢ im fizyczna
interpretacje jako czestotliwosci rezonansowe 1®p;.

20 ;- dla biegunéw transmitancji oraz jako czestotliwosci

anty-rezonansowe lopg, 1, 05,2 20p,1 i 20p,2

dla zer transmitancji.

Wartosci czestotliwosci rezonansowych uktadu zebrano w
tabeli 10a, a czgstotliwosci anty-rezonansowych w tabeli
10b.
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WartoSci biegunéw transmitancji uktadu Tabela 9a
Bieguny
! 1pp 2pp
1 -10,14j.498,0 -10,84j-490,8
2 -4,4+.225,0 -4,74j.225,0
3 -5,4+j.42,2 -6,8+j.42,0
Wartos$ci zer transmitancji ukladu Tabela 9b
Zera
J | lzp], 12,2, 2z,1, 22,2,
1 -9,2 -6,7 -10,0 -6,7
4j.453,5 +j.413,3 +j.453,4 +j.413,3
2 -6,5 -3,5 -8,2 -3,5
4j.152,3 +j.203,3 4j.152,3 +j.203,3
Wartosci czestotliwo$ci rezonansowych Tabela 10a
Czestotliwos$ci rezonansowe [rad/s]
! 1(’0 Dir 2(’0 Dir
499.0 499.0
2 225.0 225.0
3 42.6 42.6
Wartosci czestotliwos$ci anty- Tabela 10b

rezonansowych

Czestotliwos$ci anty-rezonansowe [rad/s]

il 1oyl | 10,2 | 20,1 | 20,,2
1 453.6 413.4 453.5 413.4
2 152.5 203.3 152.5 203.3

Pogladowa informacj¢ o charakterze zjawisk zachodzacych
w uktadzie uzyskuje si¢ na podstawie analizy potozenia
biegundéw i zer transmitancji na plaszczyznie zespolone;.
Rozklad zer i biegundéw transmitancji badanego uktadu

N-s
(wspbtezynnik thumienia > =15 o ), dla przypadku

gdy wyjscie 1 wejscie ukladu zwiazano z kierunkiem
wspoétrzednej uogolnionej 41 (0, przedstawiono na rysunku
8a, a gdy zwiazano z kierunkiem wspotrzednej uogolnione;j
¢, () - na rysunku 8b.
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Rys. 8a. Polozenie biegunow 2pp; (+) oraz zer 2ZDj1 ©)

transmitancji uktadu
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Rys. 8b. Potozenie biegunow 2ppi (+) oraz zer ZZDjz ©O)

transmitancji uktadu

W celu przedstawienia wpltywu modyfikacji uktadu za
pomoca elementu ttumieniowego na wartosci czgstotliwo-
$ci rezonansowych i anty-rezonansowych przeprowadzono
analize czestotliwo$ciowa. Charakterystyki amplitudowo-
czgstotliwosciowe (w skali decybelowej) wyznaczone dla
badanych wariantow przedstawiono na: rys. 9a, rys. 9b,
rys. 9¢ oraz rys. 9d.
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Rys. 9a. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantéw 1C1 oraz 2C1 uktadu

zmodyfikowanego
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Rys. 9b. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantow 1C2 oraz 2C2 uktadu
zmodyfikowanego
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Rys. 9c. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantow 1D2 oraz 2D2 uktadu
zmodyfikowanego
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Rys. 9d. Decybelowe charakterystyki wzmocnienia dla uktadu
podstawowego i wariantow 1D1 oraz 2D1 uktadu
zmodyfikowanego

Modyfikacja uktadu za pomoca elementu tlumieniowego
(thumik  wiskotyczny) powoduje zmiany potozenia
biegunéw oraz zmiany potozenia zer ale tylko w
niewielkim stopniu zmienia warto$ci czgstotliwosci
rezonansowych i anty-rezonansowych. Na wartosci zer
istotny wptyw ma posta¢ wektora wejs¢ i wektora wyjsc.
Modyfikacja uktadu za pomoca elementu tlumieniowego
powoduje, ze nie jest spetniony warunek przemienno$ci
polozenia zer i biegundow. Na podstawie rozkladu zer i
biegunéw mozliwa jest zatem jakosSciowa ocena thumienia
w uktadzie.

Na podstawie analizy wynikéw stwierdzono, ze warto$ci
zer (wartosci czgstotliwos$ci anty-rezonansowych) nie
ulegaja zmianie, jesli modyfikacji podlega charakterystyka
thumieniowa uktadu na kierunku wspoétrzednej uogodlnione;j,
na ktorej dziala wymuszenie oraz dokonywany jest pomiar.
Wptyw lokalizacji elementu podpierajacego  belke
wspornikowa na wartosci czestotliwosci rezonansowych i
anty-rezonansowych jest najlepiej widoczny na wykresach
charakterystyk czestotliwosciowych.
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4. Podsumowanie

Analiza wynikoéw przeprowadzonych badan numerycznych
wskazuje na praktyczne aspekty wyznaczania zer i biegu-
now transmitancji w badaniach dynamiki liniowych ukta-
dow mechanicznych. Stany dynamiki uktadu okreslane jako
stan rezonansowy i stan anty-rezonansowy uzyskano po-
przez modyfikacje struktury uktadu (podpierajac belke
wspornikowa — uktad podstawowy — za pomoca liniowej
sprezyny i liniowego tlumika), jak i za pomoca modyfikacji
charakterystyk sztywnosciowych i ttumieniowych zastoso-
wanych elementéw podparcia.

Bieguny transmitancji (czgstotliwosci rezonansowe) repre-
zentuja uktad ze wzgledu na jego konstrukcjg, natomiast
zera transmitancji (czgstotliwosci anty-rezonansowe), re-
prezentuja uktad ze wzglgdu na jego konstrukcjg oraz przy-
jete schematy rozktadu wielkosci wejsciowych (kierunki
wymuszen) i wielkosci wyjsciowych (kierunki wielkosci
mierzonych). Zatem aczne badanie zer i biegunéw transmi-
tancji uktadu umozliwia oceng jego dynamiki w aspekcie
globalnym (bieguny) oraz lokalnym (zera), co niewatpliwie
zwigksza mozliwo$ci i gwarantuje wyzsza skuteczno$é
prowadzonych badan w zakresie analizy dynamiki uktadow
mechanicznych.
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