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Wplyw redukcji modelu ukladu nosnego pojazdu
na jego charakterystyki wlasne

Redukcja modelu ukiadu nosnego pojazdu, poddanego analizie za pomocq metody ele-
mentow skonczonych, jest stosowana w celu estymacji istotnych dla badanego ukladu
czestotliwosci drgan wlasnych i odpowiadajacych im postaci. Wybor metody redukcji de-
cyduje o jakosci wynikow dynamicznej analizy uktadu. W pracy przeprowadzono badania
numeryczne w zakresie oceny skutecznosci wybranych metod redukcji modelu w rozwiq-
zywaniu uogolnionego zagadnienia wlasnego dla przyjetego dyskretnego modelu uktadu

nosnego.

1. Wprowadzenie

W analizie konstrukcji no$nej, prowadzonej za pomo-
ca elementéw skonczonych, liczba stopni swobody
uktadu osiaga dziesiatki tysigcy. Wyznaczenie czgsto-
tliwosci drgan wlasnych oraz odpowiadajacych im
postaci jest dla uktadu o tak znacznych wymiarach
niecelowe. Konieczny jest wybdr stopni swobody o
podstawowym znaczeniu dla analizy badanego ukta-
du. Zwiazane to jest z wyznaczeniem ograniczonej
liczby najnizszych czestotliwo$ci drgan wiasnych i
odpowiadajacym im postaci. Procedure zwiazang z
takim dziataniem nazwano redukcja uktadu [2].
Strategia redukcji w rozwiazaniu uogolnionego za-
gadnienia wlasnego polega na przyjeciu podstawo-
wych stopni swobody (master), istotnych dla oceny
charakterystyk wtasnych ukladu, oraz pomocniczych
stopni swobody uktadu (slave), ktore w modelu zosta-
ja pominigte.

Guyan [4] jako pierwszy zaproponowal metode sta-
tycznej redukcji uktadu, w ktorej nie zostat uwzgled-
niony wptyw sktadnikow bezwladnosciowych mode-
lu. Dynamiczna redukcja zostala zaproponowana w
pracach [3 i1 6]. Ze wzgledu na zalezno$¢ stosowanej
w procesie redukcji macierzy transformacji od czgsto-
tliwosci drgan uktadu, zaproponowano iteracyjne
metody wyznaczania macierzy transformacji oraz
zredukowanych postaci macierzy sztywnosci i bez-
wiadnosci [7 1 8].

W artykule przeprowadzono badania numeryczne
dyskretnego modelu uktadu no$nego pojazdu, ktorych
celem byto okreslenie jakosci stosowanych metod
redukcji modelu odno$nie do wartos$ci charakterystyk
wlasnych w postaci czestotliwosci i postaci drgan
wlasnych. Badaniom poddano rowniez wptyw sposo-
bu redukcji uktadu na zwiazki migdzy wymuszeniem
a odpowiedzia uktadu charakteryzowane zerami
transmitancji [1 1 5].

Przedstawiono cztery metody przeprowadzenia re-
dukcji modelu uktadu. Zwiazane sa one z odmiennym
podejsciem do tworzenia macierzy transformacji
uktadu. W zaleznosci od procedury tworzenia macie-
rzy transformacji, wprowadzono ich podziat na meto-
dy jednokrokowe, dwukrokowe i wiclokrokowe.
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W metodach jednokrokowych generowana jest ma-
cierz transformacji, ktéra nastgpnie wykorzystywana
jest do wyznaczenia zredukowanych macierzy sztyw-
nosci 1 bezwladnosci. W metodach dwukrokowych
wartosci uzyskane za pomoca metody jednokrokowe;j
przyjmowane sa jako pierwotne estymacje zreduko-
wanego ukladu, a nastepnie wprowadzane sa sktadniki
kompensujace pominigte elementy bezwtadnosciowe.
W metodach wielokrokowych stosowane sg procedury
iteracyjne dla wyznaczenia macierzy transformacji
oraz zredukowanych macierzy sztywnos$ci i bezwiad-
nosci.

2. Istota redukcji dyskretnego modelu ukladu
nos$nego

Réwnanie ruchu dyskretnego, liniowego, zacho-

wawczego, stacjonarnego modelu uktadu mechanicz-

nego o n stopniach swobody przedstawiono w postaci:

Mq + Kq = Bf (1)
a rownanie wyj$c¢ jako:
y=Dq 2)

gdzie:
q, ¢ — wektory wspoétrzednych i przyspieszen uogol-
nionych ( qOO™ ),

.. rx1
f — wektor wymuszen w postaci sit (f 0 ),
y — wektor wielko$ci mierzonych w postaci prze-

mieszezen (Y U0 i ),
M, K — macierze bezwladnosci i sztywnosci
( M,KOO™ ) spetniajace
M=M" >O, K=K’ ZO’

warunki:

B — macierz wejs¢ rzedu r (B oo~ ),
pxr

D — macierz wyj$¢ rzedu pxn (D oo ).

W celu przeprowadzenia analizy drgan wiasnych
uktadu przyjeto zerowa macierz wejsé¢ (B = 0). Row-
nania opisujace uogolnione zagadnienie wiasne maja
postac:

KW = MWA (3)
gdzie:
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A\ —macierz warto$ci wlasnych o wymiarach nxn,
WY — macierz wektorow wlasnych o wymiarach nxn,
przy spetnieniu warunkow ortogonalnosci

WKW=A 4)
WMy =1 (5)
gdzie: T jest macierza jednostkowa.
Po wprowadzeniu podzialu wspotrzgdnych uogdlnio-
nych q na wspohrzedne podstawowe qn (master) oraz
na wspolrzedne pomocnicze qs (slave), rbwnanie (1)
przedstawiono W postaci:
S0

EIE] El"‘ K, K,
%43171 M EB] %(bln SS S

Odpowiadajace wyrazeniu (6) rGwnanie uogolmonego

zagadnienia wlasnego zapisano wzorem:

0 0 @

D_ %\’I
gdzie: A jest warto$cia wtasng uktadu.
Z zaleznosci (7) uzyskano zwiazek miedzy wektorem
s a wektorem gm:

v, = (K, -AM, ) (K7, -AMT Jy, =ty (8)

gdzie: t jest macierza transformacji pomigdzy m oraz
Ps.
Zwiazek migdzy wektorem ( o wymiarach nxl, re-
prezentujacym posta¢ drgan wlasnych uktadu, a wek-
torem P 0 wymiarach mx1 odpowiadajacym kierun-
kom wspolrzednych podstawowych . przedstawiono
W postaci:
oy,O0 0,0
Y= HI’ 0= D D|’m Vo )

gdzie: T jest macierza transformacji pomigdzy () oraz
Yn, a Lx jest macierza jednostkowa rzedu m.
Podstawiajac réwnanie (9) do rownania (3), a nastep-
nie mnozac lewostronnie przez T" uzyskano rownanie
opisujace uogolniony problem wiasny zredukowanego
uktadu w postaci:

(Kz — AMz)n = 0 (10)
gdzie: macierze sztywno$ci Kz 1 bezwladno$ci Mg
uktadu po redukcii przedstawiono zalezno$ciami:

Kz =T'KT (11)

M:=T'MT (12)
Rozwiazanie uogdlnionego zagadnienia wtasnego dla
zredukowanego uktadu (10) wymaga znajomosci ma-
cierzy transformacji t zapisanej wzorem

t=—(K, -im, )" (K, - M7, (13)

W celu zbadania wptywu redukcji na dziatanie uktadu
konieczne jest okres$lenie zaleznos$ci migdzy wymu-
szeniem f, a odpowiedzia y — réwnania (1) oraz (2).
Po przeprowadzeniu transformacji Laplace’a oraz
przyjeciu zerowych warunkow poczatkowych
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q(0)=q(0) =0 wuzyskano zwiazek miedzy tran-
sformatami wektora wyjScia i wektora wejscia w
postaci:

y(s) = H(s)f(s) (14)

Transmitancje operatorowa H(s) wyznaczono jako:
H(s)=D(K +s°M) B=DG(s)B  (15)
gdzie: G(s) jest podatnosciag dynamiczng uktadu.
Transmitancja wyrazona za pomoca zalezno$ci (15)
jest wymierna macierza, ktorej elementy h;(s) sa
przyczynowymi funkcjami wymiernymi

a. (s
h(s)=-2
J(S) bl-j(S)’

gdzie:

aii(s) — licznik w postaci wielomianu zmiennej
operatorowej,
bi(s) — mianownik w postaci wielomianu zmienne;j
operatorowej.

i=L.,p, jJ=L.,r (16)

W badaniach przyjeto, ze w uktadzie wystgpuje jedno
wejscie w postaci sity przytozonej na kierunku wy-
branej wspotrzednej uogolnionej oraz jedno wyjscie w
postaci przemieszczenia mierzonego na kierunku wy-
branej wspotrzednej uogolnione;.

Przy tych zatozeniach zera transmitancji sa réwno-
wazne pierwiastkom wielomiandw wystepujacych w
licznikach odpowiednich skalarnych funkcji Ay(s)
macierzy H(s), a bieguny sa pierwiastkami wielomia-
noéw wystepujacych w mianownikach tych funkc;ji.

3. Badania numeryczne oceny jakoSci wybranych
metod redukcji modelu

Do badan przyjeto dyskretny model uktadu przed-

stawiony na rysunku 1.

Model opisano dziesigciowymiarowym wektorem
wspotrzednych uogolnionych q.
T
10 (t )]

a0 =[a,() 4.()

(17)
Macierz mas M modelu ma postac:
M = dlag([m1 m, mlO]) (18)
gdzie diag oznacza macierz diagonalna.
Macierz sztywnosci K przedstawiono wzorem:
0K, -k -k, 0 0 0 0 0 00O
0 0
ok K, =k, =k, 0 0 0 0 0 0p
Gk, -k K, -k -ky 0 0 0 0 00O
0 ‘ ‘ ‘ 0
00 -k, -k K, -k, -k, 0 0 0 0
K:B 0 0 -k, -k, K, -k —k; O 0 0 B
oo o0 0 -k, -k K, -k -k, 0 0
E 0 0 0 0 -k, -k K, -k, -k, 0 g
oo 0 0 0 0 ~—k, -k K, -k —kgO
Ho o 0o o0 0 -k, —k K, kB
BO 0 0 0 0 0 ~ky -k K,Q
(19)
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Rys. 1. Model uktadu przyijety do badan

gdzie:

Ki=k + ki,

Ky =k + ks + ki,
Ks=ky+ ks + ki + kus,
Ki=ls+ ks + k2 + kg,
Ks=ks+ ks + kiz + ks,
Ko = ks + ke + kia + ki,
K7 =ke+ k7 + kis+ ki,
Ks =k + ks + ki + ks,
Ko =ks + ko + k17,
Kio= ko + ko + kis.
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Po przeprowadzeniu wstgpnych obliczen numerycznych, przyjeto
nastepujace wartosci statych charakterystyk masowych [kg] i sztyw-
no$ciowych 105[N/m] modelu:

m1 = 10, my = 30, m3 = 60, ms = 30, ms = 40, ms = 30, m7; = 20, mg =
30, mo =10, mio = 20,
khi=5k=2k=4,ki=3,ks=5ke=3,k1=4,ks=6,ko=5,kio=17,
kn=kno=kis=kia=kis=ke=k7=hks=3.

Do badan przyjeto dwa warianty modelu, oznaczone odpowiednio
A oraz B. W wariancie A przyjeto wektor wspotrzednych uogolnio-
nych jak w rownaniu (17). W wariancie B przyj¢to wektor wspot-
rzgdnych uogdlnionych, ktorych kolejnos¢ zostata ustalona wedtug
rosnacej wartosci ilorazow wartos$ci diagonalnych elementow macie-
rzy sztywnosci do warto$ci diagonalnych elementow macierzy mas.
Wektor wspolrzednych uogoélnionych dla modelu 4 ma postac:

a0 =[a) .0) :0) a0 a6 al) &0 ) w%@) ab)]
a wektor wspotrzednych uogoélnionych dla modelu B ma postac: (20)

Pa0=[g30) 020) as€) a.0) a6l) as() a2 () @) @) al)”

(21)
Po rozwiazaniu [9] uogolnionego zagadnienia wiasnego (3), dla
modelu reprezentowanego macierzami M oraz 'K, uzyskano war-
tosci wlasne “A:

AN =diag([29.1 101,6 161,0 1750 2225 2413 2700 287,5 3089 406.2))

. ’ A
oraz macierz wektorow wiasnych “W:

01,00 -0,79 0,72 -0,19 0,38 -0,20 -0,08 -001 -1,00 0,010
50,99 -0,78 1,00 -0,79 020 -0,01 -0,01 0,01 027 -0,015
00,97 -0,54 -036 1,00 004 -011 -001 -001 006 0010
50,92 -0,11 -022 -054 -1,00 045 0,117 -0,02 -0,07 0015
A‘P:BO,M 043 -0,66 -0,66 055 048 -0,09 0,17 -001 -0,010
G077 0,69 -024 -0,56 -0,20 -1,00 -041 -0,09 001 -0,020
%0,66 092 0,19 011 021 -0,18 1,00 -0,95 -0,01 0,12%
00,54 1,00 0,61 063 -0,08 007 006 100 -001 0,140
50,47 089 059 064 -0,02 032 -011 -030 -0,01 -1,005
H027 057 049 057 -007 055 -083 -097 001 0250

W celu wyznaczenia zer transmitancji modelu (15) przyjeto wektor
B=[1000000000] oraz wektor C=[1000000 0 0]. Uzy-
skano zera transmitancii modelu *Z:

17.=[59,3 119,8 173,4 1804 2272 2424 270,1 287,5 4062

Po rozwiazaniu uogdlnionego zagadnienia wlasnego (3), dla modelu
reprezentowanego macierzami M oraz "K, uzyskano wartosci wla-
sne BA:

BA =diag(29,1 101,6 161,0 1750 222,5 2413 270,0 287,5 3089 406.2)="A

. ’ B
oraz macierz wektorow wilasnych ~Y:

G047 0,89 059 -0,64 002 032 -0,11 -030 0,01 1,000
%1,00 -0,79 0,72 0,19 -0,38 -020 -0,08 -0,01 1,00 -0,01%
0027 0,57 049 -0,57 007 0,555 -0,83 -0,97 -0,01 -0250
%0,66 092 0,19 -0,11 -021 -0,18 1,00 -095 0,01 -0,12%
By o %0,54 1,00 061 -0,63 008 007 006 1,00 001 -0,140
G077 0,69 -024 056 020 -1,00 -041 -0,09 -001 0,02
%0,92 -0,11 -022 0,54 1,00 045 017 -0,02 0,07 -0,01%
0084 043 -066 0,66 -055 048 -0,09 0,17 001 0010
%0,99 20,78 1,00 0,79 -0,20 -0,02 -0,01 001 -0,27 0,01%
H0,97 -054 -036 -1,00 -0,04 -0,11 -0,01 -0,01 -0,06 -001H
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W celu wyznaczenia zer transmitancji modelu (15)
przyjeto wektor B=[1000000 00 0] oraz wektor
C=[1000000 0 0]. Uzyskano zera transmitancji
modelu *Z:

Bz.=[40,1 1259 168,6 202,0 2226 2488 270,9 290,8 308,9]
Dla kazdego z modeli, analizie numerycznej poddano
trzy warianty zredukowanych wektorow uogolnio-
nych (20) i (212, przyjmujac odpowiednio osiem
pierwszych Aqg 1 qs, szes¢ pierwszych Aq6 i qu oraz
cztery pierwsze Aq4 i Bq4 wspotrzedne uogodlnione.
Analiz¢ numeryczna w zakresie wyznaczenia macie-
rzy redukcji, zredukowanych macierzy sztywnosci i
bezwtadnos$ci modelu przeprowadzono z zastosowa-
niem czterech metod [3,4,7 1 8].

I METODA (metoda Guyan’a)
W metodzie [3] nie uwzgledniono w (13) wyrazen
zwiazanych z wartoSciami wlasnymi. Macierz trans-
formacji t; ma postac:
t, =-K/K, =t; (22)

Zredukowana macierz sztywnosci K; = K¢ zapisano
W postaci:

K, =K,, -K, KK (23)

a zredukowana macierz bezwtadnosci M; = Mg w
postaci:

M[ = Mmm _MWYKZYIKZV;Y _KnXSKS_S]MZV;S +KIHYK:YIMVYK:YIKT

ms

(24)

Po podstawieniu zredukowanych macierzy bezwtad-
nos$ci My oraz sztywnosci K; do rdwnania na uogol-
niony problem wtasny (10) wyznaczono warto$ci
wlasne 1 wektory wlasne. Czgstotliwosci odpowiada-
jace wyznaczonym wartosciom wilasnym zebrano w
tabeli 1.

W celu pordéwnania postaci drgan wilasnych (odpo-
wiadajacym wektorom wilasnym) wyznaczonych dla
modelu podstawowego (3) oraz dla modelu zreduko-
wanego (9) wprowadzono miar¢ w postaci ilorazu
kolejnych wspolrzednych wektorow wiasnych. Dla
wektorow podobnych wartosci tych ilorazow s sobie
rowne. W tabeli 2 przedstawiono miary podobienstwa
postaci drgan wilasnych odpowiadajacych pierwszej
czestotliwosdci drgan wiasnych (miar dla kolejnych
postaci drgan wlasnych nie przedstawiono, poniewaz
nie wykazywaty podobienstwa).

Macierz transformacji “Tu uzyskana przy zastosowa-
niu / metody dla wariantu redukcji do wektora wspot-
rzednych uogolnionych Aq4 oraz macierz transforma-
cji "Tu uzyskana przy zastosowaniu / metody dla
wariantu redukcji do wektora wspotrzednych uogol-
nionych Bq4 maja postac:

g o o 00
1 o0 of
S , 0o 1 00
Czestotliwosci drgan wlasnych [aad/sj m(;delu podstawowego oraz wa- % O
riantéw zredukowanych modeli “qs, "qs, " qs4, Qqs, (s Oraz qs przy za- (U] 1 g
stosowaniu / metody Tabela 1 P g) 0 032 O,SOD
i A Ay P A A A A Ty :m) 0 018 0 56%
1 29.19 29.19 29.48 29.26 30,07 29.64 30.66 ’ G
2 10164  10243] 10836] 11252] 111.72] - 115.93 %) 0 0,19 0,43
3 161,05 163,03 - 168.50 - 156,20 - 0 0,14 0360
4 175,04 177,52 171,78 - 188.45| 177,01 - %) 0 012 031
5 22255| 22262| 22639| 22242 - - - ’ -0
6 24137| 24582 23938| 224.44] - - 234.57 B 0 007 0,175
7 270.03| 278.79| 27004 - 266.64 - -
8 287.53 - 28741 - 283.44 - -
9 308.98| 30898 - 308.9 - 308.69 - gr o 0 00
10 40626] - 40626] - 406,04 - 368.54 SO 1 o0 o0 g
do o 1 00O
. | L 90 0 0 1
Miara podobienstwa pierwszej postaci drgan wlasnych mode- 39 0.04 0.19 035
lu podstawowego do pierwszej postaci drgan wlasnych wa- BT,4 = @’ ’ > 0
riantéw zredukowanych modeli “qs, "q¢, "q4, q3, (s Oraz qa 0,12 0,23 0,06 0,587
przy zastosowaniu / metody Tabela 2 06 0,50 0,03 0’4(%
,- Wy | M | | T | e | 0,06 0,32 0,03 0,5T]
Al')UIS]i Al')UI6li Al')UI4li BL)UISIi Bl')UI6li BL)UI411' %)’02 0’77 O’O] 0’1%
1 0.999 0.994 0.967 0.978 0.937 0.902 [9,04 0,62 0,02 0,3(H
2 0.999 0.994 0.967 0.981 0.943 0.906
3 0.999 0.994 0.968 0.977 0.936 0.901 Po podstawieniu zredukowa-
4 0,999 0,994 0,969 0,978 0,938 0,903 nych macierzy bezwtadnosci
5 0.999 0.995 1.043 0,978 0.937 0.944 M; oraz sztywnosci Ki do row-
6 0,999 0.995 1.060 0,979 0.940 1.007 nania (15) wyznaczono zera
7 0.999 1,031 1,091 0.980 1.024 1.034 transmitancii badanveh warian-
8 0.999 1.048 1111 0.979 1.007 1.025 ; ) ye :
9 1.009]  1.052] 1115|1016  1.009] 0989 tow  zredukowanych modeli,
10 1.017 1,062 1.126 1.030 1,039 1.031 ktore zebrano w tabeli 3.
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Zera transmitancji modglu podstjlwol\;vegtl)g oraz wz};riant()w
zredukowanych modeli “qs, "qs, q4, s, qc oraz q4 przy
zastosowaniu / metody

Tabela 3
i Zi AZ]&' BZ]&' AZ]ﬁi BZ]ﬁf AZM/' BZ]Q’_
1 59.30 59.37 41,12 60,57 42.94 66,43 44.54
2 119.87 | 121.14] 136,27 | 134,54 140.69 - -
3 17347 177,34 - - - 176,70 | 162.47
4 180.46| 180.66] 201.30| 180.35 - 190.44 -
5 227251 22726 226,70 224.42| 222.18 - -
6 242,42 | 246,88 | 247,29 229,24 - - -
7 270,14 278.81] 270,93 - 267.25 - 265.47
8 287,53 - 290.72 - 287.72 - -
9 406,26 - - - - - -

I1 METODA

W metodzie [3] macierz transformacji utworzono
przez zastapienie czlonow zwigzanych z bezwtadno-
$cia, wielko$ciami o charakterze pseudo-statycznego
obciazenia. Przeksztalcajac réwnanie w wyrazeniu
(6), przy przyjeciu wymuszenia o charakterze harmo-
nicznym o czgstotliwo$ci o uzyskano zwiazek:

K, -w’M Jy, =K, -w’M_ ]y, (5

Po przeksztatceniu (20) uzyskano zalezno$¢ migdzy
wektorem (s, a wektorem m
v, =K, ~w'M_ J[K, -0'M,lv, (26)

W wyniku zastosowania rozktadu macierzy podatno-
$ci w szereg dwumianowy otrzymano przeksztatcona
zalezno$¢:

v, =-K{[I-0’M KK, -0M,,1v,27)
a po wprowadzeniu btedu wzgledem w zwiazek:

v, = KK, +@’ M KK, ~M,)+o@")]y,

(28)

gdzie: 0(w4) oznacza btad czwartego rzedu wzgledem
w. Zaktadajac, ze przy 2przyj ¢ciu wyrazow pierwszego
rzedu ze wzgledu na @™ spetnione sa rOwnania:

szGlllm =KG\I’m (29)

Wy, =M K.y, 30)

uzyskano macierz transformacji tz:
t1[ = _K;lesm + K;sl (Msm - MssKs_lesm )M;KG

€1y
Macierz sztywnosci Kz 1 bezwladnosci Mu
zredukowanego  uktadu  wyznaczono  wedlug
zwiazkow:
K, = TICKTII (32)
M, = T]?MTII (33)
gdzie:
T = a,n
i/ U (34)
HI{ D
Po  podstawieniu  zredukowanych  macierzy

bezwtadnosci My oraz sztywnosci Ky do rownania na
uogblniony problem wilasny (10) wyznaczono
warto$ci wilasne i wektory wlasne. Czgstotliwosci
odpowiadajace wyznaczonym wartosciom wilasnym
zebrano w tabeli 4.

Czestotliwosci drgan wlasnych [rad/sJ modelu podstawowelgo oraz wa-
. - . A A B B
riantow zredukowanych modeli "qs, "q¢, "q4, q8, (6 oraz qs przy za-
stosowaniu /I metody

Tabela 4
i /\i AAH&' BAH&' AAIM;’ B/\Hﬁi AAIM;’ BA]M;’
1 29.19 29.19 29.19 29.19 29.19 29.19 29.19
2 101.64 101.65 101.82 101.89 102.75 110,82 101.99
3 161.05 161,31 164.18 - 166.41 - -
4 175.04 175,38 - 170.46 197.39 169.22 186.08
5 222.55 222.58 223,55 - 22291 - -
6 241,37 24391 229.93 - - - -
7 270.03 277.51 270.01 262.56 - - -
8 287.53 - 286.82 278.89 - - -
9 308.98 308.98 - - 308.89 307.37 311.97
10 406.26 - 406,25 404,27 - - -
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Miara podobienstwa pierwszej postaci drgan wlasnych

modelu podstawowego do pierwszej postaci drgan B ! 0 0 0 B
0 1 0 0
wlasngch warlantow zredukowanych modeli qs, qs, g g
qs, (s, q6 oraz q4 przy zastosowaniu I metody Tabela 5 B 0 0 1 0 B
A A A B B B 0o 0 0 1o
; Y, Y, Y, Y, U2 Y, 5 _50,76 -0,01 0,05 0,26%
Awusu Awumf Aw1141i B‘»ngu BL»Uuau Bwumi T R0,06 018 -0,04 0,957
1 1.000]  1.000]  0999]  1.000] 1,000 0,999 30,19 0,60 -0,04 0635
2 1,000 1,000 0.999 0.999 0.998 0.998 3030 031 -0,04 1,040
3 1,000 1.000 0.999 1,000 1.000 0.999 E,o,oz 097 -0.01 0,055
4 1,000 1,000 0,997 1,000 0,999 0,998 H0,17 0,80 -002 0,383
5 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000 0,999
6 1.000 0.999 1.000 0.999 0.999 1.000 Po podstawieniu zredukowanych ma-
7 1.000 1,000 1,002 0.999 1,000 1,000 cierzy bezwladnosci My oraz sztyw-
8 1.000 1.000 1.003 0,999 1.000 1.000 no$ci Ky do réwnania (15) wyznaczo-
9 1.000 1000 1003 0.999 0.999 0.999 no zera transmitancji badanych wa-
10 1,000 1,000 1,004 1,000 1,000 1,000

W celu poréwnania postaci drgan
wlasnych (odpowiadajacym wektorom
wilasnym) wyznaczonych dla modelu
podstawowego (3) oraz dla modelu
zredukowanego (9) wprowadzono
miarg w postaci ilorazu kolejnych
wspotrzednych wektoréw wilasnych.
Dla wektorow podobnych wartosci
tych ilorazoéw sa sobie rowne. W tabe-
li 5 przedstawiono miary podobien-
stwa postaci drgan wilasnych odpo-
wiadajacych pierwszej czgstotliwosci
drgan wilasnych (miar dla kolejnych
postaci drgan wlasnych nie przedsta-
wiono, poniewaz nie wykazywaly
podobienstwa).

riantow zredukowanych modeli, ktore
zebrano w tabeli 6.

Zera transmitancji modelu podstawowe}go oraz
wariantow zredukowanych modeli “qs, " g, q4,

Macierz transformacji T uzyskana przy zastosowa-
niu /I metody dla Warlantu redukcji do wektora
wspotrzednych uogolmonych Q4 oraz macierz trans-
formacji i\ uzyskana przy zastosowaniu // metody
dla wariantu redukcp do wektora wspohrzednych
uogolmonych g4 maja postac:

01 0 0 00

BHo 1 0o oFf

oo 0 1 0O

E 0 0 0 1 B

4 _Elo,os -025 0,13 1,10%
14 750,05 -028 -0,09 1,290
%0,05 2031 -0,10 1,22%
00,05 -029 -0,14 1,120
50,04 -0,26 -0,12 0,98%
H0,02 -0,16 -0,08 0,58
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Bq 85 Bq6 oraz q4 przy zastosowaniu 71 metody Tabela 6
I 4 o o g | g | Yy | By
1 40,191 59.30 40.19] 5932 40.19] 59.49| 41.99
2 12593111992 126,36 122,72 | 126,78 | 138.28 | 134.78
3 168.67 | 174.07 - 180.28 - - -

4 202.00[ 180,48 | 194.89] 200,54 210,94 ] 181.25 -

5 222,60 227,25 223,58 227,75 - - -

6 248,87 (245,02 240,81 - - - -

7 270,93 (277,54 270,92 - 262,80 - 269.94

8 290.80 - 290,31 - 284,26 - -

9 308.98 - - - - - -
IIT1 METODA

W metodzie [7] zamiast aproksymacji w postaci po-
minigcia w rOwnaniu macierzy transformacji sktadni-
koéw  wyzszego rzedu wzgledem czestotliwosci,
wprowadzono iteracyjny sposob jej okreslania. Mno-
zac wyrazenie (13) przez wyrazenie (Kss — AMss) uzy-
skano po przeksztatceniach:

t= —K;SIK;S +}\K;S1(M:m +M t) (35)

Rownanie (35) $wiadczy o zasadnosci stosowania
iteracyjnej formy znajdowania postaci macierzy trans-
formacji t.

Réwnanie reprezentujace uogdlnione zagadnienie
wlasne dla modelu o m wektorach wtasnych ma po-
stac:

K, K,Oo¥, 0 M, M, OV,
%I, B\mm

k. K, He,H
(36)

Po przeksztalceniu drugiego rownania z zaleznoS$ci
(36) uzyskano zwiazek migdzy macierzami Wy, oraz
l‘Psm.
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ll’.s"” = [_K;IKITP;S + Kb_sl (M :13' + M.s‘st)\l’mmAmmlI‘l_nlm ]ll‘mm
(37)
Macierz transformacji t;r oznaczono zatem jako:
tu=tc+tq (38)
gdzie:
t, =K M, +M_ ¥, A ¥ (39)
Oznaczajac macierz transformacji T jako:
T = aor,, O
- il (40)
HG +t,0

wyznaczono zgodnie ze wzorami (11) oraz (12) ma-
cierz sztywnosci Kz oraz macierz bezwtadnosci Mr.
Po podstawieniu wyznaczonych Kz oraz Mz do row-
nania (10) na uogoélnione zagadnienie wlasne i wyko-
naniu odpowiednich przeksztatcen uzyskano zwiazek

KG‘Pmm = [MG + (Mms + thss )td ]\IImmAmm = Md\IImmAmm
(41)

Ze wzoru (41) uzyskano
lI,mm[\mmlI,;IIm = Mc_llKG (42)

Po wykorzystaniu zwiazku (39) w rownaniu (36)
uzyskano ostateczng postaé wzoru na macierz
transformacji tu:

t, =K (M, +M_ MK,

S

(43)

Macierz transformacji t;7 zapisano w postaci schematu
iteracyjnego
th =to +KJM,, + Mt MK,

i i

(44)

. .. T(k) .

Macierz transformacji 17 ma postaé:
T =g (45)

1 k
E(m) U
Macierz Mizk_l) przedstawiono zwiazkiem:

Mg“” =M, +M,, +t(T;MSS)t£,k_1) (46)

Jako warunek zakonczenia procedury iteracyjnej
przyjeto spetnienie nierownosci:
A6 — 40
j J .
A(,H—k) <€j dla]: 1,2, e, m

J

(47)

gdzie & jest zadana warto$cia determinujaca do-
ktadnos$¢ wynikow.

Po podstawieniu zredukowanych macierzy bez-
wiadnosci “Muy oraz sztywnosci “Kur do réwnania na
uogblniony problem wiasny (10) wyznaczono
wartosci wlasne 1 wektory wilasne. Czgstotliwos$ci
odpowiadajace wyznaczonym warto§ciom wiasnym
zebrano w tabeli 7 — indeks (k) przy A" oznacza
numer iteracji.

Czestotliwosci drgan wlasnych [rad/s] modelu podstawowego oraz wariantéw zredukowa-

nych modeli Aqs, Aqs oraz Aq4 przy zastosowaniu /11 metody Tabela 7
PlA | A | A | A | A | A | A | A | A | A
1 29.19 29.19 29.19 29.19 29.26 29.19 29.19 29.64 29.21 29.19
2 101,64 102.43 101,74 101,64 112,52 105.45 101.64 - 128,17 101,64
3 161,05 163,03 161,78 161,05 168.50 167.53 161,05 156.20 - 161,05
4 175.04 177,52 175.94 175.04 - - 175.04 177,01 170.84 175.04
5 222,55 222,62 222.59 222,55 222,42 210,32 222,55 - - -
6 241,37 245.82 244,71 241,37 224.44 223.09 241,37 - - -
7 270.03 278.79 278.13 270,03 - - - - - -
8 287.53 - - 287.54 - - - - - -
9 308,98 308,98 308,98 - 308,96 308,93 - 308.69 308,29 -
10 406.26 - - - - - - - - -
Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podstawowego do postaci
drgan wlasnych zredukowanego modelu Aqg przy zastosowaniu 11 metody Tabela 8
o | M | s | M | M | e | |
A‘.U I8l AL»U 1182i A‘»U 1I83i AL»U 1184i A‘»U 1I85i AL»U 11861 A‘»U 1I87i AL»U 1I88i

1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.998

2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999

3 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

4 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

5 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

6 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

7 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

8 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

9 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podsta-
wowego do postaci drgan wlasnych zredukowanego modelu "qs

przy zastosowaniu I/ metody Tabela 9

A A A A A A

; 4/11' 4/21' 4/31' 4/41' 4/51' 4]61'
A A A A A A

(17 11 61i Y 162 Y 11 63i Y 1 64i Y 1 65i Y 111 66 i
1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999
2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999
3 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
4 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999
5 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
6 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0.999
7 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0.999
9 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
10 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Miara podobienstwa postaci drgan wila-

snych modelu podstawowego do postaci

drgan wlasnych zredukowanego modelu
q4 przy zastosowaniu /71 metody

W celu poréwnania postaci drgan wilasnych (odpo-
wiadajacym wektorom witasnym) wyznaczonych dla
modelu podstawowego (3) oraz dla modelu zreduko-

wanego (9) wprowadzono miar¢ w postaci ilorazu Tabela 10
kolejnych wspotrzednych wektorow wilasnych. Dla Ay Ay Ay Ay
wektorow podobnych wartosci tych ilorazow sa sobie i li 2 3 4
J . ., . , A A A A
réwne. Miary podobienstwa postaci drgan wiasnych Wi W i Wi Y aai
odpowiadajacych kolejnym czgstotliwosciom drgan
. A . 1 1,000 1,000 1,000 1,000
wlasnych dla wariantu modelu “qs przedstawiono w
beli 8. dl . del A beli 9 dl 2 1,000 1,000 1,000 1,000
ta ql , dla war}‘antu mo qu qe¢ W tabel1 9, a dla 3 1,000 1,000 1,000 1,000
wariantu modelu qs W Eabeh 10. 4 1,000 1,000 1,000 1,000
Macierz transformacji “Tuu uzyskana przy zastoso- 5 1,000 1,000 1,000 1,000
waniu /II metody dla wariantu redukcji do wektora 6 1.000 1.000 1.000 1.000
wspbhrzednych uogolnionych “qs ma postaé: 7 1,000 1,000 1,000 1,000
8 1,000 1,000 1,000 1,000
9 1,000 1,000 1,000 1,000
01 0 0 0 0O 10 1,000 1,000 1,000 1,000
20 1 0 0
O 0 .. .
0 o 0 | 0o O Po pogstawwmu zredukowan}‘/ch macierzy bezwtad-
g 0 0 0 | S nosci "My oraz sztywnosci “Kiur do rownania (15)
Oi540 -1291 -56] 4130 wyznaczono zera transmitancji badanych wariantow
M4 55000 4082 -17.85  9.56 O zredukowanych modeli, ktore zebrano w tabeli 11.
594’71 7675 -3325 16’22% Po poc};stawieniu zredukowanygh macierzy bezwlad-
024,88 -100,95 -43,63 20,540 nosci My oraz sztywnosci ~Kiz do rownania na
514’78 9277 -40,07 18’80% uogolniony problem wiasny (10) wyznaczono warto-
80,76 -6522 -28,13 13,038 $ci wlasne i wektory wlasne. Czgstotliwosci odpowia-
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dajace wyznaczonym warto$ciom wlasnym zebrano w
tabeli 12 — indeks (k) przy PA® oznacza numer itera-
cil.

Zera transmitancji modelu podstawowego oraz zredukowanych modeli Aqs, Aq() oraz Aq4

przy zastosowaniu /11 metody Tabela 11

j ¢ A7 (1) A7 () Az () | Az () | A7 @) | Az (k) | A7) | A7 @) | Az (k)
118i Hi8i 118i 116 116 16 14 14 114

1 59.30 59,37 59.30 69.70 60,57 59.46 69.74 66.43 60.64 70.90
2 119.87 121.14 120,11 ] 13493 13454| 126.88| 13498 - - 137.05
3 173.47 177.34 175,00 174.53 - - 174,53 | 176,70| 157.62| 174.58
4 180,46 180,66 180,51 - 180,35| 180,32 - 190,44 182,30 -
5 227,25 227.26 22725| 210,18 | 22442| 21292| 210,28 - - -
6 242.42 246.88 24580 23942 22924| 228.03| 239.45 - - -
7 270.14 278.81 278.15| 269.37 - - -- - - -
8 287,53 - - 287.53 - - - - - -
9 406,26 - - - - - - - - -
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Czestotliwosci drgan vglasgych [ra(llg/s] modelu podstawowego oraz zredukowanych modeli

qs, (e oraz qs przy zastosowaniu 71 metody Tabela 12
PlA ] PN | A | P | PN | A | PN | P | PN | P A
1 29.19 29.48 29.20 29.19 30,07 29.20 29.19 30.66 29.21 29.19
2 101.64 108.36 102,70] 101.64| 111.72] 103.15| 101.64| 11593| 103.80| 101.64
3 161,05 - 166,18 161,05 - - 161.05 - - 161.05
4 175.04 171,78 - 175,04 188.45| 176.97| 175,04 - - 175,04
5 222.55 226.39 224,52 | 222,55 - - 222.55 - 209,55 -
6 241.37 239.38 235.54| 24137 - - 241,37 | 234,57 - -
7 270,03 270.04 270,03 | 270,03 | 266.64]| 264,98 - - - -
8 287,53 287.41 287,22 | 287.53| 28344| 281.44 - - - -
9 308.98 - - - - - - - 339.81 -
10 406,26 406,26 406,25 - 406,04| 405.59 - 368.54 - -

W celu poréwnania postaci drgan wilasnych (odpo-
wiadajacym wektorom wiasnym) wyznaczonych dla
modelu podstawowego (3) oraz dla modelu zreduko-
wanego (9) wprowadzono miar¢ w postaci ilorazu
kolejnych wspotrzednych wektorow wilasnych. Dla
wektorow podobnych wartos$ci tych ilorazow sa sobie

rowne. Miary podobienstwa postaci drgan wlasnych
odpowiadajacych kolejnym czgstotliwosciom drgan
wlasnych dla wariantu modelu qu przedstawiono w
tabeli 13, dla wariantu modelu qu w tabeli 14, a dla
wariantu modelu *as w tabeli 15.

Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podstawowego do postaci

drgan wlasnych zredukowanego modelu ~qs przy zastosowaniu /71 metody Tabela 13
. ", ", ", ", ", "y ", "y,
BlrUII[Sli B‘lu 11182i Bw11183i B‘lu 11184i BltUII[SSi B‘lu 111861 BltUII[87i B‘lu 111881

1 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

2 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,838

3 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000

6 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

7 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,996

8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

9 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001 0,963

10 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,005

Miara podobienstwa postaci drgan
wlasnych modelu podstawowego do
Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu pod- postaci drgan wlasnych zreduko-
stawowego do postaci drgan wlasnych zredukowanego mo- wanego modelu Bq s przy zastoso-
delu “qs przy zastosowaniu /1l metody Tabela 14 waniu JII metody Tabela 15
,~ e | W | s | s | s | T P 2T 2 I Y
BwIIIGIi Bw11162i Bw11163i Bw11164i Bw11165i BLiUIIIGGi B('UUMU Bw11142i Bw11143i Bw11144i

1 1.000 1.000 1.000 1.000 1000 1,000 1 1,000 1.000 1.000 1.000
2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 2 1.000 1.000 1.000 1.000
3 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0,999 3 1,000 1.000 1.000 1.000
4 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 4 1.000 1.000 1.000 1.000
5 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 5 1.000 1.000 1.000 1.000
6 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 6 1.000 1.000 1.000 1.000
7 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 7 1,000 1,000 1,000 1,000
8 1.000 1.000 1,000 1.000 1.000 1.000 8 1,000 1,000 1,000 1,000
9 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 9 1,000 1,000 1,000 1,000
10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 10 1.000 1.000 1.000 1.000
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Zera transmitancji modelu podstawowego oraz zredukowanych modeli qu, qu oraz Bq4 przy

zastosowaniu 771 metody Tabela 16
. z By () @ ) o) @ ) ol @ ")
J j s 118 118i 116i 116i 116i 1114i 1114i 1114i
1 40,19 41.12 40.22 44.07 42.94 40.27 44,28 44.54 40,52 44.66
2 125,93 136.27 128,03 13543[ 140,69| 129,50 13591 - 14190| 136.84
3 168.67 - - 169.97 - - 170,03 | 162.47 - 170,16
4 202,00 201,30 197.90 - - - - - - -
5 222,60 226,70 224,58 | 222.45| 222,18 216,20 222.46 - - -
6 248.87 247,29 24476 | 230,98 - - 232,19 - - -
7 270,93 270,93 27093 | 268.18| 267,25 | 265.43 - 26547 267.34 -
8 290,80 290,72 290,59 | 281.,62| 287,72 | 286,19 - - - -
9 308,98 - - - - - - - - -
Macierz transformacji “Tus uzyskana przy zastoso- t@ =0 po T (50)

waniu //I metody dla warlantu redukcji do wektora
wspOlrzednych uogolmonych g4+ ma postac:

01 0 0 0 O

0o 1 0 0 g

0 o 0 1 0 O

B 0 0 0 1 E

5 _51,94 0,01 -1,03 -0,158
M%7 50,99 0,06 -232 1300
%14,53 039 1434 5,38%
018,50 0,01 18,08 7,160
5'34,49 125 -3747 -9,86%
H86,71 0,14 9349 2536H

Po podstawieniu zredukowanych macierzy bezwiad-
nosci M oraz sztywnosci - Kuz do réwnania (15)
wyznaczono zera transmitancji badanych wariantow
zredukowanych modeli, ktére zebrano w tabeli 16.

IV METODA

W metodzie [8] do wyznaczania macierzy transfor-
macji macierzy t wykorzystano pierwszy krok metody
rownoczesnej iteracji wektorowej [2], stosowanej w
rozwiazywaniu uogolnionego zagadnienia wilasnego.
Rownanie charakteryzujace warunek ortogonalno$ci
(4) przy przyjetym podziale wektora zmiennych
uogolnionych na zmienne podstawowe (J» 1 zmienne
pomocnicze s przedstawiono w postaci:

ol w! OK,, K, O¥,, Y, D u\ 00
%FT ‘I’T%( K, Hr, v.H DO A
(48)

Macierz transformacji t migdzy zmiennymi (m 1
zmiennymi pomocniczymi s ma posta¢ (9). Aprok-
symacj¢ i-ta pierwszych m wektorow wiasnych ozna-

()
czono macierza Tm , ktora przedstawiono w postaci:

v 0 d,,0
. D—
()

sm D

(i) —
'Pm - (i) mm
0

(49)

gdzie macierz t jest okre$lona rownaniem:
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W celu wyznaczenia kolejnej aproksymacji macierzy

(i+1) . ,
Tm zastosowano pierwszy etap metody réwno-

czesnej iteracji wektorowej wyznaczajac pod-
przestrzen Xiiﬂ)
X =y (51)
gdzie macierz C ma postac:
C=K™'M (52)

Stwierdzono, ze drugi etap metody, zwiazany z proce-
sem ortonormalizacji nie wplywa na posta¢ macierzy
transformacji t. W zwiazku z tym, kolejna aproksy-
macj¢ macierzy ) wyrazono zwiazkiem:
(0 = (’H)(X(’H))_l

mm (53)
Przedstawiajac wyrazenie (51) w postaci odpowiada-
jacej rdwnaniu (48) i uwzgledniajac (49) uzyskano
zalezno$¢:

X 0_[€,, C,
steg A

Po podstawieniu wielkos$ci Xni;l oraz X.(yln:l)
wyznaczonych ze zwiazku (54) do réwnania (53)
uzyskano wyrazeme na i+/-sza iteracj¢ macierzy
transformacji t!

€0 =(C,, +C t0)(C,, +C, t0)" (55)

Macierz transformacji t¥ dla pierwszego kroku itera-
cji ma postac:

(54)

ty =c_cC!

mm (56)
Zredukowana macierz sztywnosci Ky zapisano row-
naniem:
KYVH() — +(t(1+k)) K +Kmt(l+k) +(t(1+k)) K t(l+k)
(57)
a zredukowana macierz bezwtadnosci My zapisano
rownamem
M =

m

+(t(t+k)) M +M t(1+/\) +(t([+k)) M t([+k)

mm sm ms

(58)
Jako warunek zakonczenia procedury iteracyjnej przy-
j¢to spelienie nierownosci:
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(+k) _ (@)
/\.f /\f

}\(’—”‘) <& dlaj=1,2,..,m (59)
J

gdzie € jest zadana warto$cia determinujaca doktad-
nos$¢ wynikow.

Po podstawieniu zredukowanych macierzy bez-
wladnosci "My i *Muy oraz sztywnosci K i *Ku do
roOwnania na uogélniony problem wiasny (10)
wyznaczono wartosci wilasne 1 wektory wtasne.
Czestotliwosci odpowiadajace wyznaczonym warto$-
ciom wlasnym zebrano w tabeli 17 — indeks (1) przy
A® 6znacza numer iteracii.

W celu pordéwnania postaci drgan wilasnych (odpo-
wiadajacym wektorom witasnym) wyznaczonych dla
modelu podstawowego (3) oraz dla modelu zreduko-
wanego (9) wprowadzono miar¢ w postaci ilorazu
kolejnych wspolrzednych wektorow wiasnych. Dla
wektorow podobnych wartosci tych ilorazow sa sobie
rowne. Miary podobienstwa postaci drgan wiasnych
odpowiadajacych kolejnym czegstotliwosciom drgan
wlasnych dla wariantu modelu Aqg przedstawiono w
tabeli 18, dla wariantu modelu Aq6 w tabeli 19, a dla
wariantu modelu “q4 w tabeli 20.

Czestotliwosci drgan wlasnychA[ratllg/s] lllglodelu pgdstawowego oraz wariantow zredu-

kowanych modeli “qs, “qs, "qs4, qs, (s Oraz g4 przy zastosowaniu 7V metody Tabela 17
[ Ay; A | A | B | A | BAD | ABA | A | BAD, | ABA
1 29.19 29.19 29.48 29.19 29.26 30,07 29.19 29.64 30,66 29.19
2 101,64 102.43| 108.36| 101.64| 112.,52] 111.72| 101.64| 156,20 11593| 101.64
3 161,05 163,03 171.78] 161.05| 168.50| 188.45| 161.05] 177,01 234.57] 161,05
4 175,04 177,52 226,39| 175,04| 22242 | 266,64 175,04 | 308,69 | 368,54 175,04
5 222,55| 222.62| 23938| 22255| 224.44| 283.44| 22255 - - -
6 24137 24582 270,04 241,37| 308.96| 406,04 241,37 - - -
7 270,03 | 278,79| 287.41| 270,03 - - - - - -
8 287.53| 308,98| 406.26| 287,53 - - - - - -
9 308,98 - - -
10 406,26 - - -
Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podstawowego do postaci
drgan wlasnych zredukowanego modelu “qs przy zastosowaniu /7 metody Tabela 18
; A‘»Un/u A‘»Un/zi A‘huIVﬁsi A‘»Un/zu A‘»UWSi AltUIVéi AltUIV7i A‘»Un/gi
A‘»UIVglf AltUIVSZi A‘nUIVgsf AltUIV84i A‘nUIVSSf AwIV86f A‘»UIVgn AltUIVSSi
1 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,158
2 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 0,489
3 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001 1,168
4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 0,908
5 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000
6 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 1,005
7 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 0,999
8 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000
9 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 0,999
10 1.000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000
Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podsta-
wowego do postaci drgan wlasnych zredukowanego modelu
s przy zastosowaniu 7V metody Tabela 19
; A’-.U i AQU 72i AL»U v3i AQU v 4i AL»U v5i AL»U v6i
Awn/eu ALAUIVGZi Awu/ey Awwem AL)UIVGS:‘ ALAUIV661'
1 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,983
2 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,037
3 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001
4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,997
5 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001
6 1,000 1,000 1,000 1,000 1,001 0,996
7 1,000 1,000 1,000 1,000 1,002 1,042
8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,991
9 1,000 1,000 1,000 1,000 1,002 1,002
10 1,000 1,000 1,000 1,000 1.005 1.011
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Miara podobienstwa postaci drgan

01 0 0 0 O

wlasnych modelu podstawowego do o, | 0 o O

4 . _ O 0

postaci drgan wlasnych zredukowa g o 0 | 0 O

nego modelu Aq4 przy zastosowaniu O 0

IV metody Tabela 20 oo 0 0 1o

P p P P . =51,94 0,01 -1,03 -0,15%

. liUlVli wlvzi liU[V3i ‘nUIV4i ma 00,92 0,06 -224 1320

Pl 4 4 4 1422 039 13,99 5298

L)UIV411‘ w1V42i 4’11/43[ w1V44i o ’ ’ 0

318,12 0,01 17,66 7,060

1 1.000]  1,000{ 0999 1.010 03328 124 -3613 -9,523

2 1,000 1,000 0,999 1,001 H83,77 0,16 9025 24,55H

3 1.000 1,000 1,000 0,999
4 1.000 1,000 0,997 0,990

5 1,000 1,000 1,000 1,003 W celu poréwnania postaci drgan wilasnych (odpo-
6 1,000 1,000 0,999 0,999 wiadajacym wektorom wilasnym) wyznaczonych dla
7 1,000 1,000 0,999 0,990 modelu podstawowego (3) oraz dla modelu zreduko-
8 1.000 1.000 1,000 1.000 wanego (9) wprowadzono miare w postaci ilorazu
9 1,000 1,000 1,000 1,000 kolejnych wspétrzednych wektorow wilasnych. Dla
10 1,000 1,000 1,000 1,001 wektoréw podobnych wartoéci tych ilorazéw sa sobie

réwne. Miary podobienstwa postaci drgan wiasnych

) 4 odpowiadajacych kolejnym czegstotliwosciom drgan

Macierz transformacji “Tra uzyskana przy zastoso-  wlasnych dla wariantu modelu “qs przedstawiono w

waniu /¥ metody dla wariantu redukcji do wektora  tabeli 21, dla wariantu modelu qs w tabeli 22, a dla
wspotrzednych uogolnionych “q4 ma postaé: wariantu modelu Bq4 w tabeli 23.

Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podstawowego do postaci drgan
wlasnych zredukowanego modelu qu przy zastosowaniu 7V metody Tabela 21

; Bll/m Bwu/zi B‘lfm,- Bwlmi Bl‘)U]VSi Bleéi Bw1V7i wast‘
Bwn/su Bwn/gzi Bw1V83i Bwn/gm‘ Bw[VSS[ Bw1V86i Bwn/gw Bwn/s&‘

1 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000 0.998 0,988
2 1.000 1,000 1,000 1,000 0.999 0.997 0,989 0.479
3 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 0,999 1.000 1.001
4 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000 1.000 1.000
5 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 0,999 0,999 0,999
6 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000 1.000 1.000
7 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000 1.000 0,980
8 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000 1.000 1.000
9 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.006 1.027 0.825
10 1.000 1,000 1,000 1,000 1.000 1.000 1.010 1.030

Miara podobienstwa postaci drgan wlasnych modelu podsta-
wowego do postaci drgan wlasnych zredukowanego modelu qu
przy zastosowaniu 7V metody Tabela 22

; Bwlmi BwIVZi Bwlmi Ble4i BleSi Bll/mi
Bwu/mi Bwufézi Bwu/@i Bllfw64,~ Bw1V65[ Bwufééi
1 1,000 1.000 1.000 1.000 0.996 0.995
2 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 1.001
3 1,000 1.000 1.000 1.000 0.990 0.989
4 1,000 1.000 1.000 1.000 0.996 0.997
5 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 1,047
6 1,000 1.000 1.000 1.000 0.998 1.001
7 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 1.001
8 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 1,000
9 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 1,000
10 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 1,000
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Miara podobienstwa postaci drgan
wlasnych modelu podstawowego
do postaci drgan wlasnych zredu-
kowanego modelu Bq4 przy zasto-

sowaniu 7V metody Tabela 23
B B B B
; Y Yy Yys Yy
B B B B
Yy s Yy s Yy s Yy sai
1 1.000 1,000 1,000 0,998
2 1.000 1.000 1.000 0,997
3 1.000 1,000 1,000 0,996
4 1,000 1,000 0,999 1,007
5 1.000 1,000 1,000 0,999
6 1.000 1,000 1,000 0.995
7 1,000 1,000 1,000 1.001
8 1,000 1,000 0,999 1,002
9 1.000 1.000 1.000 1.000
10 1.000 1.000 1.000 1.000

Macierz transformacji BT uzyskana przy zastoso-
waniu /V metody dla Warianlt;u redukcji do wektora
wspotrzednych uogoélnionych “q4 ma postac:

01 0 0 00

0o 1 0 0 B

0o 0 1 0 O

0o 0 0 I g

b _HIsST <1305 o567 410
V479,94 -40,70 -17,80 9,540
594,21 76,35 -33,09 16,15%
024,06 -10029 -43,36 20,430
H1402 -92,16 -39,82 18,708
80,18 -64,76 -27,94 12,968

Po podstawieniu zredukowanych macierzy bezwlad-
;- A - B , o+ A - B

nosci "My 1 "My oraz sztywnosci “Ki 1 “Kir do

rownania (15) wyznaczono zera transmitancji bada-

nych wariantéw zredukowanych modeli, ktore zebra-

no w tabeli 24.

4. Omoéwienie wynikow

Oceng wybranych do badan metod redukcji modelu
uktadu przeprowadzono ze wzglgdu na zdolnos¢ me-
tody do wygenerowania macierzy transformacji,
umozliwiajacej zbudowanie zredukowanego modelu
reprezentowanego z wymagana doktadnos$cia zada-
nymi czgstotliwo$ciami drgan wilasnych, odpowiada-
jacymi im postaciami drgan wlasnych oraz zerami
transmitancji. Dla oceny wynikow zastosowano miarg
w  postaci wzglednego bledu procentowego
ja, 4]

a—IOO%’ gdzie a; dotyczy uktadu podstawo-

1

wego, a a, dotyczy modelu zredukowanego. Dla me-

tod iteracyjnych jako miar¢ oceny przyjeto liczbg
iteracji niezbednych do osiagni¢cia wynikow obliczen
z wymagang doktadnoscia. W ocenie metod uwzgled-
niono rowniez ich elastyczno$¢ w odniesieniu do
zmiany struktury modelu wywotanej zmiana kolejno-
$ci numeracji zmiennych uogélnionych.
e Ocena metod redukcji odnosnie do czestotli-
wosci drgan wlasnych
Pierwsza metoda nie umozliwia zbudowania zredu-
kowanego modelu o wymaganych najnizszych czgsto-
tliwosciach drgan wtasnych. Na przyktad (tabela 1),
wyznaczona macierz transformacji dla wariantu Aq6
umozliwia wygenerowanie pierwszej, drugiej, trze-
ciej, piatej, szostej 1 dziewiatej czestotliwosci drgan
wlasnych, a dla wariantu Bq4 — pierwszej, drugiej,
szostej 1 dziesiatej. Najwigkszy wzgledny btad dla
pierwszej czestotliwos$ci ma warto$¢ 5%, a dla drugiej
14%.
Druga metoda (tabela 4) rowniez nie umozliwia
odtworzenia wymaganych najnizszych czestotliwosci.
Na przyktad, wyznaczona macierz transformacji dla
wariantu “qs umozliwia wygenerowanie pierwszej,
drugiej, czwartej, siddmej, osmej i dziesiatej czgsto-
tliwosci drgan wilasnych, a dla wariantu Bq4 — pierw-
szej, drugiej, czwartej i 6smej. Pierwsza czgstotliwosé
drgan wlasnych odtworzona jest w zredukowanym
modelu bezbtednie, a najwigkszy wzgledny btad dla
drugiej czestotliwosci ma wartos¢ 9%.

Zera transmitancji modelu podstawowego oraz wariantow zreduko-
. A A A B B B .
wanych modeli “qs, “qs, q4, qs, (e Oraz qs przy zastosowaniu IV

metody Tabela 24
L ¢ Ay vy Ay 4 g 5y 5y
1 59.30 69.70 69,73 70.90 40,19 44.07 44.28 44.66
2 119.87| 13492 13497 137.05| 12593| 13542] 13590| 136.83
3 173.47| 174,53 174,53 174,59 168.67| 169,97| 170,03| 170,15
4 180,46 - - 202,00 - - -
5 227.25| 210.17] 210,25 222.60| 222.45]| 222.46 -
6 24242 | 239.42| 239.39 248.87| 230,96 232,12 -
7 270,14 269.37 - 270,93 268.16 - -
8 287,53 | 287.46 - 290,80 | 281.49 - -
9 406,26 - - 308.98 - - -

POJAZDY SZYNOWE NR 1/2007

25



Trzecia metoda (tabela 7 dla wariantu A, tabela 12 dla
wariantu B) oraz czwarta metoda (tabela 17) redukcji
modelu uktadu umozliwiaja zbudowanie zredukowa-
nego modelu o wymaganych najnizszych czgstotliwo-
$ciach, przy zerowych btedach dla wszystkich czesto-
tliwos$ci.
e Ocena metod redukcji odno$nie do postaci
drgan wlasnych
Modele zredukowane zbudowane za pomoca pierw-
szej metody odtwarzaja macierz postaci drgan wia-
snych niedoktadnie (tabela 2). Najwigkszy wzgledny
btad dla pierwszej postaci drgan wlasnych, dla wa-
riantu “qs4 wynosi 12% (na kierunku 10-tej wspot-
rzgdnej uogolnionej), a dla wariantu Bq4 wynosi 10%
(na kierunku trzeciej wspotrzednej uogdlnionej). Po-
stacie drgan wilasnych odpowiadajace wyzszym czg-
stotliwo$ciom drgan wiasnych obarczone sa znacznie
wigkszymi btgdami.
Modele zredukowane budowane za pomoca drugiej
metody (tabela 5) odtwarzaja dokladnie posta¢ drgan
wilasnych odpowiadajaca pierwszej czgstotliwosci
drgan wlasnych (najwigkszy wzgledny blad wynosi
1%). Dla postaci odpowiadajacych wyzszym czgsto-
tliwosciom drgan wiasnych btad jest znacznie wigk-
szy.
Modele zredukowane zbudowane za pomoca trzeciej
metody (tabele 8, 9 1 10 dla wariantu A, tabele 13, 14 i
15 dla wariantu B) oraz czwartej metody (tabele 18,
19 1 20 dla wariantu A4, tabele 21, 22 1 23 dla wariantu
B) redukcji odtwarzaja macierz postaci drgan wia-
snych doktadnie. Jedynie posta¢ drgan odpowiadajaca
osmej czestotliwosci drgan wlasnych odtworzona jest
btednie, przy czym najwigkszy wzgledny blad ma
wartos¢ 17% (tabela 13) oraz 52% (tabela 21) na kie-
runku wybranej wspotrzednej uogdlnione;.

e Ocena metod redukcji odno$nie do zer trans-
mitancji

Zera transmitancji dla zredukowanych modeli wyzna-
czonych z zastosowaniem wszystkich wybranych
metod redukcji sa odtwarzane niedoktadnie w odnie-
sieniu do zer transmitancji modelu uktadu. Wartos¢
pierwszego zera transmitancji zredukowanego modelu
z zastosowaniem pierwszej metody (tabela 3) obar-
czona jest najwigkszym wzglednym btedem o warto-
sci 12% dla wariantu “q4 oraz o wartosci 28% dla
wariantu qu. Warto$¢ pierwszego zera transmitancji
zredukowanego modelu z zastosowaniem drugiej
metody (tabela 6) obarczona jest najwigkszym
wzglednym bledem o wartosci 48% dla wariantu Aqg
oraz o warto$ci 5% dla wariantu Bq4. Wartos¢ pierw-
szego zera transmitancji zredukowanego modelu z
zastosowaniem trzeciej metody (tabela 11) obarczona
jest najwigkszym wzglednym bledem o wartosci 19%
dla wariantu “q4 oraz o wartosci 11% dla wariantu
Bq4. Warto$¢ pierwszego zera transmitancji zreduko-
wanego modelu z zastosowaniem czwartej metody
(tabela 16) obarczona jest najwigkszym wzglednym

26

bledem o wartosci 20% dla wariantu Aq4 oraz o
warto$ci 10% dla wariantu “qa.

e Ocena metod redukcji odnosnie do liczby ite-
racji

Liczbg iteracji wykonanych przy badaniach zreduko-

wanych modeli z zastosowaniem trzeciej i czwartej

metody zebrano w tabeli 25. Jako warunek zakoncze-

nia procedury iteracyjnej przyjeto dla obu metod ite-

racyinych bfad €= 0,00001.

Liczba wykonanych iteracji dla warian-
téw zredukowanych modeli “qs, “qc, “q4,
qu, (6 oraz q4, przy zastosowaniu 17 i

1V metody Tabela 25
model
A A A B B B
qs qe q4 qs qs q4
metoda
17 119 39 24 26 41 24
)14 63 21 13 14 22 13

¢ QOcena metod redukcji odnos$nie do struktury
zredukowanego modelu

Przeprowadzone badania numeryczne wykazaty
znaczny wplyw struktury zredukowanego modelu na
wyniki obliczen przy zastosowaniu pierwszej i drugiej
metody redukcji. Stwierdzono roéwniez niewielki
wplyw struktury zredukowanego modelu na wyniki
obliczen otrzymanych przy zastosowaniu trzeciej i
czwartei metody redukcii.

5. Podsumowanie

W artykule przeprowadzono badania numeryczne dla
dyskretnego modelu uktadu nosnego, ktorych celem
byto okreslenie jakosci stosowanych metod redukcji
modelu na charakterystyki wlasne w postaci czgsto-
tliwosci 1 postaci drgan wiasnych. Badaniom poddano
rowniez wptyw sposobu redukcji modelu uktadu na
zwiazki migedzy wymuszeniem a odpowiedzia,
charakteryzowane  zerami  transmitancji  zre-
dukowanego modelu. Efektem przeprowadzonej
analizy wynikow jest przyjecie zalecenia odnosnie do
stosowania w dynamicznej analizie modeli uktadoéw
no$nych, iteracyjnych metod redukcji modelu (/1
metoda oraz /7 metoda). Stosujac te metody uzyskano
zgodne wartosci czgstotliwosci  drgan  wiasnych
modelu po redukcji oraz modelu podstawowego.
Doktadnos¢ odwzorowania postaci drgan wiasnych
zalezy od =zastosowanej metody oraz rozmiaru
zredukowanego modelu.

Stwierdzono istotny wptyw podziatu wektora wspot-
rzgdnych uogolnionych na wspotrzedne podstawowe i
wspotrzedne pomocnicze (co determinuje strukture
zredukowanych macierzy sztywno$ci i mas) na do-
ktadno$¢ odwzorowania postaci drgan wlasnych.
Mankamentem stosowania metod iteracyjnych jest to,
ze zredukowane macierze mas i sztywno$ci moga
traci¢ sens fizyczny.

POJAZDY SZYNOWE NR 1/2007



Oryginalna czg$cia pracy bylo zbadanie wpltywu re-
dukcji modelu uktadu na zera transmitancji zreduko-
wanego ukladu. Stwierdzono, Zze zadna z badanych
metod nie gwarantuje uzyskania wystarczajaco do-
ktadnych wynikow. Zadanie wyznaczenia zer transmi-
tancji jest istotne w badaniach zalezno$ci migdzy wy-
muszeniem a odpowiedzig uktadu. Badania w tym
zakresie sa kontynuowane w kierunku potwierdzenia
przedstawionych wnioskéw oraz zaproponowania
metod redukcji modelu, gwarantujacych odpowiednia
jako$¢ uzyskiwanych wynikdw odnos$nie do zer
transmitancji zredukowanego modelu.
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