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Matematyczny model do wyznaczania parametrów struktury 

sprężystej 32-osiowego wagonu specjalnego dla zapewnienia bez­
piecznych nacisków kół na szyny 

Przedmiotem artykułu jest studium sprężystej st111kt111y wagonu specjalnego do przewozu wielkogaba• 
rytowych ładunków dla wyznaczenia wanmków bezpiecznego ruchu w torze rzeczywistym. Zbudowam 
model.fizyczny i matematyczny pojazdu w polu grawitacyjnym, podczas przejazdu przez krzywiznę ton 
z przechyłką. Celem Jest wyznaczenie parametrów geomellycznych, sprężystych i ruchowych wagom 
dla zapewnienia stateczności kinetostatycznej oraz odpowiednio bezpiecznych nacisków kół. 

1. Wprowadzenie 
Do przewozu koleją ciężkich ładunków wielkogaba­

rytowych używa się wieloosiowych wagonów specjalnych 
(Norca 32, 24) [1], które pozwalają na równomierne rozło­
żenie obciążeń na ich zestawy kołowe. Struktura takiego 
wagonu jest wielopoziomowa. Istnieje możliwość (i ko­
nieczność) poprzecznego przesuwania ładunku ze względu 
na skrajnię oraz dla zachowania stateczności kinetostatycz­
nej z ładunkiem w łukach. 
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Rys. 1. Fizyczna stmktura wagonu 32-osiowego;a) widok ogólny 
b) pięć poziomów ramowych. Bm - baza podlnżna podparcia 
każdego poziomu ramowego (m= l,2,3,4,5), rS - środek ramy 

r = (m-1 ); mP - przód m-tej ramy umownej 

Fizyczna struktura takiego wagonu 32-osiowego 
została pokazana na rysunku 1. Szczegółowe odmiany tej 
struktury mogą być zróżnicowane. Na rysunku 2 pokazano 
dwa równoważne schematy wózka czteroosiowego. W 
istocie wózek czteroosiowy pod względem strukturalnym 
stanowi zespól dwóch wózków dwuosiowych. Zgodnie z 
rysunkiem 3 zespól dwóch wózków dwuosiowych ma dwa 
poziomy ramowe: ,,1" i „2". Formalną równoważność 
ruchliwości struktur pokazanych na rysunkach 2 i 3 
przedstawiono na rysunku 4 w kategoriach klasycznej teorii 
mechanizmów. Konsekwentnie, struktura wagonu 32 
osiowego może zostać przedstawiona zgodnie z rysunkiem 
1 jako pięciopoziomowa struktura ramowa. 
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Każda rama ma swoją bazę podłużną B. Numernjąc 
elementy wagonu od lewej do prawej strony, umowny przód 
„P" każdej ramy o numerze (n+ 1) spoczywa na środkowej 
części „S" ramy o numerze n. Tak więc na środku lS ramy 
pierwszego poziomu (czyli ramy wózka dwuosiowego) 
spoczywa umowny przód 2P ramy drugiego poziomu. Bio­
rąc pod uwagę symetrię każdego poziomu względem płasz­
czyzny pionowej ZY (prostopadłej do toru i przechodzącej 
przez środek ramy tego poziomu) można rozpatrywać plaski 
model wagonu wielopoziomowego w tej pionowej płasz­
czyźnie ZY. Należy przy tym wziąć pod uwagę skrętne 
sztywności ram każdego poziomu oraz ewentualne luzy na 
międzyramowych ślizgach bocznych. 

Podstawowym elementem pięciopoziomowej struk­
tury 32-osiowego wagonu jest rama skrętna sprężyście. 
Pośród pięciu rodzajów ram w ogólnej liczbie 31, podobień­
stwo pełne pod względem struktury budowy i obciążeń 
spełniają ramy poziomów 2+4 w liczbie 14. Rama wózka 
(pierwsza w liczbie 16) stanowi obiekt najbardziej ogólny, 
albowiem spoczywa na modelowych wspornikach sprężys­
tych, jakimi są elementy usprężynowania pierwszego stop­
nia wózków. Parametry sprężyste wszystkich ram są łatwe 
do identyfikacji. 

2. Wyznaczanie parametrów s1>rężystej struktury wago­
nu 

Niniejszy artykuł stanowi jedynie syntetyczny ·wy­
ciąg z obszernych analiz. 

Liniowe charakterystyki sprężyste czterech podpór 
pod każdą ramą mogą być wyrównane lub zróżnicowane. W 
dalszym ciągu operować się będzie wyrównanymi charakte­
rystykami zastępczymi, jednoznacznie reprezentującymi . 
charakterystyki ogólnie nie wyrównane. Istnieje bowiem 

· pełna odpowiedniość i identyfikacja jednokierunkowa: od 
charakterystyk nie wyrównanych do wyrównanych [2]. 
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Rys. 2. Równoważne schematy zespołu 4-osiowego; dwa 
poziomy ramowe 
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Rys. 3. Równoważne struktury fizyczne zespołu 4-osiowego; 
I- rama rzeczywista lub umowna zespołu 2-osiowego; 

2- rama łącząca dwa zespoły 2-osiowe w jeden zespól 4-osiowy 

Ramy 275 nie mają pionowego usprężynovvania. 
Wszystkie te ramy umowne wyróżniają się podatnością 
skrętną. Zginanie ram nie ma ,vplywu na rozpatry,vane 
zagadnienie. 

Sztywność skrętna ramy poziomu drugiego ( oby­
dwóch zespołów) jest mierzona na bazie B2. 

Rama 5 stanowi element szczególny, gdyż masa ła­
dunku podczas przechodzenia wagonu przez luki toru jest 
przesuwana poprzecznie (na kierunku Y) o wielkość L-.5Q5. 
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Liczba par kinematycznych klasy P5=26. 
Liczba par kinematycznych klasy P4=4. 
Liczba N członów ruchomych mechanizmu 
wynosi N=l 9. 
Ruchliwość wypadkowa W mechanizmu wy­
nosi: W=3n-2P5-P4=57-52-4=1 
Możliwy jest jedynie ruch "do tylu" lub "do 
przodu" 

P5=26 
P4=4 W=57-52-4= 1; Tylko ruch 
"do tylu" lub "do przodu" 

N= l9 

Rys. 4. Równoważne struktury fizyczne zespołu czteroosiowego 

Odpowiedni dobór wartości poprzecznego prze­
mieszczenia „ramy"5 w funkcji promienia luku, prędkości 
i przechyłki toru, stanowi o hezpiecze,istwie ruchu wagonu 
w luku. 
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Analiza struktury wagonu 32 osiowego pozwala na 
elementarnie łatwe przejście do struktury wagonu 24 osio­
wego. W skład struktury wagonu 24 osiowego wchodzi 8 
wózków 3-osiowych. Struktura wagonu 24 osiowego ma o 
jeden poziom ramowy mniej niż 32-osiowego. Każdy wó­
zek trzyosiowy jest tak zbudowany, aby zapewniał wyrów­
nanie nacisków statycznych na tor. Analiza została prze­
prowadzona w odniesieniu do struktury ogólniejszej, 32 -
osiowej. 

Wszystkie ramy umowne podlegają grawitacyjnemu 
działaniu pionowego obciążenia zewnętrznego, przyłożone­
go w środku ich długości a także podlegają obciążeniom 
masom własnym. To samo dotyczy niezrównoważonych sil 
poprzecznych na pochyłościach łuków torowych. Ze wzglę­
du na wspomnianą symetrię poszczególnych poziomów 
ramowych struktury wagonu i ich obciążeń nie ma przy­
czyn, dla których należałoby rozpatry,vać zróżnicowane 
sztywności w usprężynowaniu I stopnia (pionowym i po­
przecznym) ramy poziomu pienvszego; wózki mogą być 
jednakowe w liczbie 16. Nawet przy praktycznie nieuchron­
nym pewnym zróżnicowaniu sztywności poszczególnych 
sprężyn umownych pierwszego stopnia skutek kinetosta­
tyczny i dynamiczny może być badany na sztywnościach 
zastępczych (reprezentatywnych). Pod tym względem panu­
je pełna identyfikacja modelowa i fakt ten, po odpowiednich 
uzasadnieniach, został wykorzystany. 

Ze względu na zróżnicowane przechyłki toru pod 16 
wózkami wagonu konieczne jest wyznaczenie miarodajnej 
przechyłki kinetostatycznej całego obiektu jakim jest kom­
pletny wagon. Przechyłka taka została potraktowana jako 
reprezentatywna dla wagonu jako całości. Wózki traktuje 
się jako jednakowe; podobnie potraktowano odpowiadające 
sobie pary ram w poszczególnych poziomach symetrycznej 
struktury wagonu. 

Podczas ruchu w torze zachodzą odkształcenia sprę­
żyste w usprężynowaniu pojazdu (wózka), jak i w umow­
nym nadwoziu (w ramie wózka). Z punktu widzenia potrzeb 
quasistatyki obciążeń pionowych pominięto drgania giętne 
obiektu. Jednak nie można pominąć statycznych skręce11 
sprężystych. One bowiem określają bezpieczeństwo ze 
względu na naciski. Obciążenia pionowe Fik elementów 
usprężynowania w umownych narożach skrętnie sprężystej 
bryły (dwuosiowego wózka lub nadwozia) określają statykę 
odkształceń skrętnych tej bryły. Obciążenia Fik wynikają z 
bilansu ugięć Zik w elementach sprężystych podczas ruchu 
pojazdu w krzywiznach i zwichrowaniach toru (wejścia w 
łuki, rampy krzywej przejściowej, niedostatek lub nadmiar 
przechyłki toru itp.). 

Ugięcia 

A 
ZIP =ZtlP +

2 ŚnJB; 

A 
Zu =Ztll -

2 ŚnJB; 

A 
Z2p = 2t2P +-/;n/ B 2 

A 22L = Zt2L --Śni B 2 

(1) 

gdzie: � - kąt skręcenia sprężystej bryły (ramy 
lub nadwozia), mierzony na długości B, 
Z1jk - parametry nierówności konturu 

podporowego toru pod wózkiem dwuosio­
wym, 
A - poprzeczny do toru rozstaw sprężyn I 
stopnia w wózku. 
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Mając na uwadze liniowość charakterystyk sprężyn 
podpierających w polu grawitacyjnym, umowne naroża 
skrętnie sprężystej bryły oraz traktując sztywność skrętną 
bryły K0 n/B jako wielkość znaną, można wyznaczyć jawną 
postać wyrażenia opisującego skręcenie bryły sprężystej 
Ęn/B, 

W dalszym ciągu ·wyznaczono jawny zapis skręcenia 
bryły 1;11/B( KjJ : 

�
2 

[ (K'JL + K'tp )Ca, + �,) + (K'lP - K'JL )-,, ! ] 
�n i  B = 2 (2) 

K'i; B + � (K'1L + K'1p ) 

Z wyrażenia (2) wypływa oczywisty wniosek, że kąt 
ĘnJB sprężystego skręcenia umownej bryły nadwozia na bazie 
B jest funkcją jego proporcji geometrycznych (BxA), wła­
snej sztywności skrętnej K0

111B, sztywności usprężynowania 
Kjk, oraz wszystkich trzech parametrów pionowej geometrii 
toru I;, '11 1 i ai . (Opis szczegółowy geometrii toru w niniej­
szej syntezie pominięto) . 

Należy w tym miejscu zauważyć, że parametry geo­
metrii toru I;, 11 1 i a1 dotyczą konturu podporowego ściśle 
określonego pojazdu. Ponadto, ewentualna asymetria po­
dłużna i poprzeczna położenia środka masy nadwozia (fi.x, 
Liv) wywiera wpływ na ugięcia elementów usprężynowania 
Zjk, a tym samym na wartości skręceń ramy lub nadwozia 
wagonu dwuosiowego. Zachodzą więc dość złożone sprzę­
żenia przyczynowo-skutkowe w polu grawitacyjnym. 

Biorąc pod uwagę wyniki przeprowadzonego postę­
powania, otrzymuje się wartość kąta skręcenia „nadwozia 
umownego" : 

A
2

· K  i: - z a '?n ! B - 4 , Ko I 
n / B  

(3) 

gdzie: K0
n/B - Sztywność skrętna nadwozia lub wózka, 

mierzona na bazie B, 
Kz - wypadkowa sztywność pionowa zespołu 
sprężyn pod nadwoziem lub wózkiem, 
Ot- kąt zwichrowania toru pod wózkiem. 

Wzór (3 ) ukazuje relacje pomiędzy kątem skręcenia 
nadwozia umownego � a kątem zwichrowania toru ai, w 
zależności od stosunku pionowej sztywności wypadkowej 
usprężynowania tego „nadwozia" Kz do sztywności własnej 
bryły umownego nadwozia na skręcanie K0 nJB. Sztywność 
K0 nJB, podobnie jak składowe sztywności wszystkich sprę­
żyn stanowiące o wartości Kz, traktuje się jako znane. 
Sztywność skrętna własna „nadwozia", mierzona na bazie 
B, wynosi: 

Ko - Mx 
n i  B - Ę,n / B 

(4) 

gdzie: � - kąt skręcenia umownego nadwozia. 
Wartość sztywności skrętnej „nadwozia" mierzy się 

podczas eksperymentu na obiekcie rzeczywistym. Jest ona 
traktowana jako wielkość znana. 

Statyka pojazdu dwuosiowego - przez proste 
podobieństwo - określa odpowiednio statykę dwuosiowego 
wózka pojazdu czteroosiowego oraz złożonych struktur 
wielopoziomowych. 
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Kąt bocznego pochylenia „ izotropowego nadwozia" 
(lub ramy wózka) w środku jego długości jest wartością 
średnią kątów pochyleń mierzonych na końcach tego 
nadwozia (lub ramy wózka). Kąt ten zależy też od momentu 
zewnętrznego działającego na bryłę ramy/nadwozia. 

Wyznaczenie bocznego pochylenia umownego 
nadwozia w środku jego długości 

Przestrzenną geometrię konturu podparcia ramy 
nadwozia (indeks „n") określają ugięcia sprężyn (ik pod 
działaniem sil Fik według ( 1 )  wraz ze znanymi 
współrzędnymi wysokości toru Z\ik· 

Fik 
(jk = - ; 

ICjk 
F k  Z

nJk
= --1- + Z

0k
= - t;

Jk + Z
0k ; (J = l,2); (k = L,P) (5) 

K'jk 
Boczne pochylenie umownego nadwozia (także w 

jego środkowej części) opisuje następująca zależność : 

1= = Z tlL - t; IL + Z 12L - t; 2L - Z tlP + t; IP - Z t2P + t; 2P . 
"' 11 2A ' 

<; = Z11L + Z,n - (Z,1p + Z,2p )
+

t;P,r _ ŚLsr = J;  + _!_ (r _ r  ) 
li 2A A A .,, A 'o Psr 'o lsr 

(6) 

Boczne pochylenie umownego nadwozia I;,, pojazdu 
dwuosiowego w środku jego długości jest więc sumą pochy­
lenia torowego konturu podporowego I; pod tym pojazdem 
oraz średniego kąta dodatkowego pochylenia bocznego 
fi.'{,./ An, wynikającego z niejednakowych pionowych ugięć 
�ik liniowych elementów usprężynowania o charakterysty­
kach ogólnie zróżnicowanych; (j= l ,2) ; (k=L,P) . 

Jest rzeczą charakterystyczną, że sztywność skrętna 
umownego nadwozia nie nu! wpływu na jego boczne po­
chylenie reprezentatywne. Srodek długości nadwozia li­
niowo sprężystego jest bocznie pochylony zawsze pod ką­
tem niezależnym od wartości statycznego skręcenia tego 
nadwozia. 

Znajomość reprezentatywnego pochylenia umow­
nego nadwozia pojazdu dwuosiowego pozwala badać qu­
asistatykę pojazdów czteroosiowych przy potraktowaniu 
każdego wózka jako oddzielnego pojazdu dwuosiowego. 

3. Współczynnik bezpiecznej równomierności nacisków 
ze względu na 11ochylenie boczne 

Wspólczynnik rozbieżności bocznych nacisków po­
jedynczego wózka 8�w wynosi : 

89" = IFL I - IFp l ;  
Fr + Fp 

(7) 

Wartość 8= 1 stanowi gwarancję katastrofy; e - wspólczyn­
nik bezpieczeństwa; 

8 = 1 - e; (8) 
Z inżynierskiego punktu widzenia przyjęto 2-krotny zapas 
bezpieczeństwa e�0,5  czyli 8� 0,5.  

4. Przykład obliczeniowy 
Przykład jest rozwiązany dla najkorzystniejszych 

warunków jazdy wagonu. Poszczególne wzory zaczerpnięto 
z opracowania szczegółowego. 
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Założenia: 
- promień toru R = 180 m, 
- �1 s = 10 mm poprzeczne przemieszczenie sprężyste 
środka ramy wózka 1 na torze pochylonym o kąt !;u , przy 
niezrównoważonej przechylce, 

� 1 s -;- �ss = O kąty skręcenia środka ramy w stosunku do 
jej przodu, 
- masy poszczególnych ram od poziomu l-i-4, m 1 = 88 - 103 

kg, m2 = 56• 1 03 kg, m3 = 56- 103 kg, 
m4 = 36· 103 kg, 

- masa poziomu piątego, ll1Jad = 400 · 103 kg (masa ładun­
ku), msramy = 36- 103 kg, 

1115 = 1111ad + lllsramy = 436· 103 kg, 
- masa wagonu z ładunkiem mwag = 672- 103 kg, 
- ·wysokości środka mas poszczególnych ram, H1 -;- H5 = 
0. 5 111, 
- luzy na ślizgach bocznych l2 -;- l5 = O, 
- prędkość wagonu V = 5 km/h = 1 ,3 111/s oraz V = 10 
km/h = 2, 7 mis. 

Obliczenie przechyłki toru 

h = 1 3 5111111 , 
h S = 1 500mm .; 1 = -; .; 1 = 7 deg 
s 

Obliczenie momentu działającego na ramę poziomu pierw­
szego 

Jest to moment kinetyczny pochodzący od poszcze­
gólnych poziomów: 

v2 
M;1,, = R • [H 2 • cos(;2s ) (1112 + 1113 + 1114 + 1115 ) + H3 • cos(�3s ) (111 3 + 1114 + 1115 ) +  
+ H4 · cos (<;4s ) (1114 + 111 )+ H5 • cos(.;5s ) · 111; ) ; M;1,. = 1,082 - 1 04 N111 

Uzyskany moment dzieli się przez liczbę ram po­
zimnu pierwszego, uzyskując wartość momenh1 działające­
go na pojedynczą ramę tego poziomu: 

M = M;_,11 • M = 676 494Nm 
1 6  ' ' 

Wyznaczenie sztywności sprężyn I stopnia z warunku 
sprzęgania 

Z tablicy zawartej w [3 ] odczyh1je się wartości gra­
nicznych położeń zderzaków względem główki szyny dla 
wagonów towarowych: 

zużycie obręczy kół z = 36 111111, wspólczynnik zapa­
su µ = 1 , 8  

hmax = 1045mm, hmin = 950mm 

/j. = hmax - hmin = 95mm; r = IY,. - z = 59mm; 
r z1 = - = 33mm; 
µ 

F · 9 6 ,.. F/ad 8 N 1ad = m 1ad · g = 3, 23 · 1 0 N; K = -- = 1 ,1 89 · 1 0 -; 
Z1 111 

gdzie: F 1ad - siła, z jaką w polu grawitacyjnym działa 
ładunek. 

Dla uzyskania sztywności jednej sprężyny otrzymaną war­
tość dzieli się przez liczbę sprężyn wagonu: 

K 6 N  kl =- = 1,857 - 1 0 -
64 111 

Obliczenie pochylenia  bocznego poprzecznicy � 1 s ramy 
wózka 
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Przyjmuje się rozstaw sprężyn I stopnia A = 2036 
mm. Równanie bilansu momentów i pochyleń kątowych 
mierzonych na bazie B ramy „R" uspreżynowania I stopnia 
,,USP" : 

M M 
c;R = K1 ; c!;usp = k1 , Az ; 

c!;1s = 0,0 1 5 deg 

K - k1 , A2 . 
1 - --8

-
, 

Obliczenie momenru wypadkowego MwYPwag działającego 
na wagon oraz przemieszczenia poprzecznego �5 

Znając dopuszczalną wartość współczynnika bezpie­
cze11.stwa wagonu przed wykolejeniem Ówag = 0 ,3  można 
obliczyć moment wypadkowy, przy czym przyjęto A1 = 
1500 111111. 

8wag · Al · mwag · g 6 AfwrPwag = -�---�- = 1,483 · 10 Nm 
2 

Moment wypadkowy, działający na usprężynowanie 
I stopnia kompletnego wagonu poruszającego się wzdłuż 
toru w polu grawitacyjnym z prędkością V, stanowi sumę 
algebraiczną dwóch składowych: momentu statycznego 
Mostat i momentu kinetycznego MKin · Moment wypadkowy 
MwYPwag wynosi: 

MwrPwag = M oStat - M Kin 
Z powyższego wzoru po przeksztalceniach wylicza 

się przemieszczenie poprzeczne �5 . Wartość przemieszcze­
nia będzie zależała od danych wejściowych; dla rozpatry­
wanego przypadku: 

ll1wrPwag �s =----- �5 = -30,664,nm 
111 5 • g · COSŚs , 

z 

, Ć>QZAS 
ŚRODEK MASY --+,ł<E--- Ć>Q5ko, ----;>J ;RODEK TORU S 
LADUNKU m, 

Rys. 5. Zespól skrętnie sprężystych ram, z luzami na ślizgach 
bocznych, spoczywający na wózku 1 ,  pomszającym się w łuku 
toru. !Y,.15 - poprzeczne przemieszczenie sprężyste środka ramy 
wózka I na torze pochylonym o kąt �u , przy niezrównoważonej 
przechyłce, �ns - kąt skręcenia środka ramy ,,n" w stosunku do jej 
przodu. (n=2,3 ,4,5) , � 1 s - kąt pochylenia środka wózka I w sto­
sunku do pochylonego toru �u. k 1 y, k 1 - sztywności zastępcze na 
środku wózka I w kienmkach Y i Z, 11.,, - kątowa wyrażone luzy 
na ślizgach bocznych pod n-tą ramą, k0 - pionowe sztywności 
zastępcze na bazie A0 (zamiast skrętnych), k 1- łącznie analizowa­
ne pionowe i skrętne sztywności wózka pierwszego 
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Następnie oblicza się sztywność sprężyn, jaka powinna być 
zachowana dla wagonu pod masą ładunku 400t. 

Wykres przedstawiony na rysunku 6 pokazuje zależ­
ność przemieszczenia poprzecznego b.5 od wielkości prze­
chyłki toru �t dla : współczynnika bezpieczeństwa wagonu 
przed wykolejeniem 8wag

= 0,3 , R = 1 80 m, V = 5 km/h i V 
= 10  km/h. Można zauważyć, że wraz ze wzrostem prze­
chyłki toru �t dopuszczalna wartość b.5 maleje, określając 
bezpiecze11stwo jazdy wagonu. 

Prędkość wagonu nie wpływa znacząco na przesu­
niecie poprzeczne b.5 . Wynika to stąd, że prędkości jazdy 
wagonu są małe (rzędu 5+ 10  km/h). 
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Rys. 6. Zależność dopuszczalnego przemieszczenia Ćls piątego 
poziomu ramowego (według rysunku 5 h.1.1 środkowi łuku) od 
przechyłki toru �t 
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Rys. 7, Zależność współczynnika Dwag zagrożenia 
bezpieczeństwa wagonu na naciski kół na szyny od bocznej 
przechyłki toru St 
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Wykres przedstawiony na rysunku 7 pokazuje 
zależność współczynnika zagrożenia bezpieczeństwa 8wag 
od przechyłki toru �t dla warunków, gdy przesuniecie 
poprzeczne b.5 = O, tor prosty, V = O. Widać, że wraz ze 
wzrostem przechyłki wrasta współczynnik zagrożenia 
bezpieczeństwa 8wag, czyli niebezpieczeństwo wykolejenia 
się wagonu. 

5. Wnioski końcowe 
1 .  Bezpieczeństwo ruchu wagonu specjalnego w łu­

kach i krzywoliniowych odcinkach toru jest uwa­
runkowane nie tylko ograniczeniem prędkości 
jazdy, ale także programowanym przemieszcze­
niem poprzecznym b.5 (ramy 5 wraz z masą ła­
dunku), 

2. Narzucając przemieszczenie poprzeczne masy ła­
dunku można wpływać na grawitacyjną statecz­
ność wagonu podczas jego powolnego ruchu. 
Dalsze prace będą prowadzone w kierunku meto­
dy wyznaczania przemieszczenia b.5 w trybie on­
line. 
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