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1. Wprowadzenie

Pojazd szynowy jest złozonym obiektem strukturalnię i
funkcjonalnie. O jŃości modelu zjawisk zachodzących w
czasie ruchu pojazdu po torzę decyduje przyjęcie odpowied-
niego rnodelu flzycznego dla realizacji eksperymentu. Zwl,ąza-
ne jest to z ustaleniern jakie wielkości, w których punktach i na
jakich kierunkach nalezy mierzyć. Ze względu na ograniczenia
aparaturowe, a td<że czas i koszty badań pojazdu w ruchu,
konieczne jest przeprowadzenie wstępnej analizy w celu wybo-
ru wielkości pomiarowych dających najwięcej informacji o
stanie badanego układu.

W przygotowaniu i prowadzeniu badań pojazdu w ruchu
oraz pojazdów i ich zespołów funkcjonalnych na stanowiskach
symulacyjnych wazną roię odgrywa analiza zjawisk w dziedzi-
nie częstotliwości. Pomocna w tym zakresie jest analiza mo-
dalna.

Celem artykrrłu jest zilustrowanie na przykładzie modelu
pojazdu zastosowania modalnych miar obserwowalności i
sterowalności układu do oceny jakości przyjętych wariantów
węktora stanu.

2. Sterowalność, obserwowalność, dominujące wartości
własne

W badaniach dynamiki pojazdów powszechnie stosowany
jest fonnalizm przestrzeni stanu generowanej przez wektory
stanu utworzonę przęz wielkości istotne ze względu na przyję-
ty cel badań. Dynamikę układu w przestrzeni stanu opisuje
ńwnanie stanu |2]

x=Ax+Bu (ż 1)

oraz równanie wyjść

Y=Cx (2.2)

gdzie x jest n -wymiarowym wektorerłr stanu układu, u wek-
torem wejŚĆ a y wektorem wyjść. Macierz A jest nazywana
macierzą stanu układu, a macierze B i C macierzami (odpo-
wiednio) wejść i wyjść.

Problęm wyboru ,,najlepszych" wielkości pomiarowych i
najlepszego sterowania jest ściśle zwtązany z wyznaczeniem
charakterystyk dotyczących obserwowalności i sterowalności
badanego układu. Problem wyboru modelu o najmniejszyrn

Zastosowanie modalnych kryteriów sterowalności
i obserwowalności w tworzeniu modelu dynamiki pojazdu

W artykule przedstawiono badania możliwości zastosowania modalnych miar obsetwowalności i
sterowalności układu do oceny jakości przyjętego wektora stanu układu. Rozważania przeprowadzon.cl
ną przykładzie modelu pojazdu.

v,",miaze jest związany z określeniem tzw. dorninujących
rvaitości własnych macierzy stanu.

Dla układu opisanego modelem w przestrzelri stanu
wprowadzono pojęcia: sterowalności, obserwowalności,
dominujące wartości własne [2, 3].

Sterowalność ukladu: układ nazywamy całkowicie
sterowalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sterowanie

u(r), które przeprowadza układ z dowolnego Stanu począt-

kowego x0 = x(/0) do dowolnego stanu końcowego

xł = x(/ł ) w skończonym czasie tt -tn.
Obserwowalność układu: układ nazywamy całkowicie

obserwowalnyrn wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skończona

chwila t o ż t o taka, że na podstawie znajomości sterowania

u(to,tk] i odpowiedzi y(to,tnl w skończonym przeclzia\e

ęto,tn7 można wyznaczyć stan tego układu x(/) w chwili

t ) to, przy dowolnym stanie początkowym Xu.

Dominująca wartość wlasna: dana wartość własna Ź,*

nazywa się dominującą względem innych wartości wlasnych

)", , 1eSti wpływa ona na wybrane charakterystyki układu

bardziej niż pozostałe wartości wlasne.
DIa określenia obserwowalności i stęrowalności układu

wprowadzono odpowiednie kryteria.
Kryteria oceny sterowalności układu:

1) Układ opisany równaniami (2.1) oraz (2.2) jest stero-
walny, jeśli macierz sterowalności pierwszego rodzaju

Q"(/k,/0)

() 1\

jest rzędu n .

2) Układ opisany równaniami (ż.l) oraz (2.2) jest stero-

walny, jeśli macierz sterowalności drugiego rodzaju Q,,

(2 4)

lł

Q, (/* ,to) = Jełt"-'lBB 
T 
,AT Go-r) 4,

t0

Q"z = LB, Au, A2B,.,., ł'-'g]

36

jest rzędu n.
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Kryteria oceny obserwowalności układu:
1) Układ opisany równaniami (2.1) oraz (2.2) jest obser-

wowalny, j eśli rnacierz obserwowalności pierwszego rodza_j u

Q} (/ł,/0)

jest rzędLr n .

2) Układ opisany równaniami (ż.I) oraz (2.2) jesI
obserwowalny, jeśli macierz sterowalności drugiego rodzaju

Q,
_ t , __,łr
Qr, = LC CA CA2 CAu-l |' tz,ol

jest rzędu l? .

2.1. Modalne miary sterowalności i obserwowalności
układu.

Oprócz badania sterowainości i obserwowalności fizycz-
nych zmiennych stanu oceniana jest sterowalność i obserwo-
walność kolejnych rnodów układu, W przygotowanirr i pro-
wadzeniu badań pojazdów w ruchu orazpojazdów i zespołów
funkcjonalnych na stanowiskach symrrlacyjnych ogronrną
rolę odgrywa analiza zachodzących zjawisk w dziedzinie
częstości. W celu ilościowej oceny wpływu warlości wła-
snych na clrarakterystyki układu wprowadzono pojęcie miar
rnodalnyclr Il, 3]. Aby układ był sterowalny (obserwowalny)
wszystkie wektory własne winny być sterowaine (obserwo-
walne).

Określono |4l, że uklad jest sterowalny gdy spelniony
jest związek

rząa [A - ),E,Bf= ,, (2.7)

oraz, że układ jest obserwowalny gdy spetniony jest związek

.rąa |A' - hE,C')= n (2.8)

dla wszystkich wartości własnych h, macierzy stanu (E
jest macierzą jednostkową).

W celu przeprowadzenia nrodalnej analizy obserwowal-
ności i sterowalności układu charakteryzowanego macierzą
stanu, wprowadzono transformację

W = V'l =L*[ ,rI,,..,*lT (ż.II)

której wiersze są lewymi wektorami własnymi macierzy
Stanu.

Równanie stanu (2, 1) w postaci modalnej ma postać

ż= Ąz+frl Q.Iż)

gdzie A jest macierzą warlości własnych

(2.13)

a ń ma postać

Równanie wyjść (2.2) w postaci modalnej ma postać

Y=Ćz (2.15)

gdzie C rna postać

C=CV (2. 1 6)

Na podstawie zalezności przedstawionych w [3] wpro-
wadzono modalne miary oceny sterowalności łD

tk

Q,,(/n,/u) = t ea' ło-'lCr Ce^it'-r) dT Q.5)
l0

^|

^?

)"

T^ ^ -l

| ',, cr,, 
I_ll-|l

la ł llC C l
L qL qll)

x=Yz

gdzie z jest wektorem współrzędnych modalnych,
macierzi1 transformacji, której kolLrmny są prawynii
rami własnymi rnacierzy stanu A

(2.9)

V ;est
wekto-

(2.10)

obserwowalności łc

w'BBIw I

kb = 

--______l_
w: w,

,.^ _ viCICvl
^L - ------;---;--

V, V,

(2,I7)

(ż.18)

V = [v, , v2,..., v,, ]

Dokonując odwrócenia nacierzy V otrzyrnano macierz 'W
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(2.19)

Vi, W; są wektorami sprzężonymi do wektorów vi .

3. Przykład

Badania związane z zastosowaniem przedstawionych
miar oceny sterowalności, obserwowalności oraz dominowa-
nia przeprowadzono na przykladzie modelu przedstawionego
na rysunku 1.

Rys. 1. Model badanego układu

Ocęnie poddano trzy warianty modelu reprezentowane
wektorami stanu:

- x' =lq, Qz Qt qr]'
- xll =lq, - q, Ql Ql Q, - Q,l'
- x"' =lq, Qz Qz - Qt Q, - Qrf'

Mactęrz stanu A'1 odpowiadająca wektorowi stanu X/
ma dla przyjętych w przykładzie danych wartości własne },1

L!,,, = -38,696+ j.32,243

L!,o = _I,872+ j.9,015

gdzie: j =Jł (ednostkaurojona)

oraz wektory wlasne v 
/

I o,oot t j.0,002 l
, 1-0,015t j.0,013 

|u',' = 
| -0,087 t j.0,036 

l

[ 1.ooo t j.0,000 ]

Macierz stanu A1/1 odpowiadająca wektorowi stanu

XIII mawartościrvłu.ne },"'

Ą'!, = -38,696t j,32,243

Ę,o = _1,8]2+ j.9,015

oraz wektory własne v 
/1/

[- o.otł t j.0.0l Il
l]I |-o,1llt j,0,03l 

ly,, =l l

l 0,0l5 t .i 
. 0,013 l

I r,ooo t j.0,000 
.]

[- 
o,oo: t j.0.037-1

tI! | -0,329 t j.0,096 
|

",o 
= 

l - o.o22t j.0,106 
I

I i,ooo t j.0.000 
_]

W artykule przedstawiono wybrane wyniki badania ob-
serwowalności układu. Badania obserwowalności przepro-
wadzono dla wybranych macierzy wyjść C , np.

,ł=śś|ił"l
a?,| l,r 

l

Io,ozzt j .0,106l

, I o,ooz t j.0,028 
|

",o 
=lt.000t j 0.000 l

|o,rsrt j.0,054_]

Macierzstanu A11 odpowiadająca wektoro

ma wartości własne },//

h!|,, = _38,696+ j.32,ż43

h!ł.o = _I,8]2+ j.9,015

oraz wektory wlasne v//

[-o,olstj.0,o13l
,, 1_0.08lt j.0,03ll

''' =l 
0,001t j.0,001 

l

[ 1.ooo t j .0,000 
_]

I o,ozzt j.0.078 l
,, l 1,000 + j.0,000 

l

",o 
=| 

- 0.o22t j.0,106 
l

[- o,l+s t j.0,054_]

gdzie

wr.
wi stanu x/1

- c,=[ 0 0 0]

|-t000l- C.=| l, 
L0 l01.]
[o100l- C.=| l, L000]_]
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Dla oceny sterowalności układu przyjęto macierz stero-
lvania B jednakową dla wszystkich wariantów modelu.

Dla przyjętych macierzy wyjść C , macierzy wejścia B
i odpowiednich macierzy stanu A1 , A" , A111 zbrtdowano
nracierze stęrowalnoścI (ż,7) i obserwowalności (2.8).
Stwierdzono, że badane układy są sterowalne i obserwowal-
ne. Przykładowe wartości miar sterowalnośct (ż.I1) oraz
obserwowalności (2.18) i dominowania (ż.l9) dla badanych
wariantów zebrano w tabęli 1 dla modelu reprezentowanego

wektorem stanu X1 , w tabeli 2 dla modelu reprezentowanego

wektorem stanu x11 orazw tabeli 3 dla modelu reprezento-

wanego wektorem stanu x111 .

Modalne miary sterowalności, obserwowalności oraz
dominowania dla modelu A 1

Modalne miary sterowalności, obserwowalności oraz
dominowania dla modelu A/1

Tabela 2

Modalne miary sterowalności, obserwowalności oraz

dominowania dla modelu A111

Tabela 3
-\ Wielkość

Wariant-\
morlv -\

kb kc sł

A "'BC1
I,2
3.4

0,609e3
20,78ę3

0,001
0,002

0,306
3,087

A1/1BC2
1,ż
3,4

0,609ę3
20,18ę3

0,458
0,105

15,718
31,5I2

A"'BC3
l1

3.4

0,609e3
20,'78ę3

0,999
0,998

32,168
111,14i

4. Podsumowanie

Przeprowadzone anal^izy numęryczne wykaza|y, żę
stosując przedstawione miary sterowalności i
obserwowalności mozliwe jest uzyskanie odpowiedzi na
pytania: które mody poddają się łatwiej sterowaniu oraz które
mody można odtworzyć łatwiej na podstawie mierzonych
wielkości wyjściowych.

Badania przeprowadzone dla modelu pokazanego na
rysunku, wykazaly wpływ przyjęcia węktora stanu na stero-
walność i obserwowalność układu. Prowadzone są badania
układu o wielu stopniach swobody, co umozliwi praktyczne
zastosowanie metody przedstawionej w artykule w procesie
tworzenia modelu dla eksperymentu w badaniach dynamiki
pojazdów szynowych.
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Tabela 1

\ Wielkośc
Wariant \
mody \

kb kc sł

AlBCl
I,2
3,4

1,3 19e3
0,091e3

0,008
0,011

0,055
0,056

A IBC.,

1,2
1,319e3
0,091e3

0,00l
0,0l2

0,646
0,704

A/BC3
I,2
3.4

1,3l9e3
0,091e3

0,99I
0,062

30,351
1.473

-:- Wielkość
Wariant -\
morlv \

kb kc sk

AllBCl
1")

J.+

0,304ę3
0,07'7e3

0,001
0,004

0,642
0,4ż0

A"BC,
1)
7l

0,304e3
0,077 ę3

0,008
0,637

3,437
5,576

AllBC3
,l) 0,304e3

0,0'71e3
0,999
0,988

35,1 50
9.023
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