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Zastosowanie modalnych kryteriow sterowalnosci
i obserwowalnosci w tworzeniu modelu dynamiki pojazdu

W artykule przedstawiono badania mozliwosci zastosowania modalnych miar obserwowalnosci i
sterowalnosci uktadu do oceny jakosci przyjetego wektora stanu uktadu. Rozwazania przeprowadzono

na przyktadzie modelu pojazdu.

1. Wprowadzenie

Pojazd szynowy jest zlozonym obiektem strukturalnie i
funkcjonalnie. O jakosci modelu zjawisk zachodzgcych w
czasie ruchu pojazdu po torze decyduje przyjecie odpowied-
niego modelu fizycznego dla realizacji eksperymentu. Zwigza-
ne jest to z ustaleniem jakie wielkosci, w ktérych punktach i na
jakich kierunkach nalezy mierzy¢. Ze wzgledu na ograniczenia
aparaturowe, a takze czas i koszty badan pojazdu w ruchu,
konieczne jest przeprowadzenie wstepnej analizy w celu wybo-
ru wielkosci pomiarowych dajacych najwiecej informaciji o
stanie badanego uktadu.

W przygotowaniu i prowadzeniu badaii pojazdu w ruchu
oraz pojazdéw i ich zespoléw funkcjonalnych na stanowiskach
symulacyjnych wazng role odgrywa analiza zjawisk w dziedzi-
nie czestotliwosci. Pomocna w tym zakresie jest analiza mo-
dalna.

Celem artykutu jest zilustrowanie na przykltadzie modelu
pojazdu zastosowania modalnych miar obserwowalnosci i
sterowalnodci ukladu do oceny jakosci przyjetych wariantow
wektora stanu.

2. Sterowalnosé, obserwowalnos$é, dominujace wartosci
wlasne

W badaniach dynamiki pojazdéw powszechnie stosowany
Jest formalizm przestrzeni stanu generowanej przez wektory
stanu utworzone przez wielkosci istotne ze wzgledu na przyje-
ty cel badad. Dynamike uktadu w przestrzeni stanu opisuje
réwnanie stanu [2]

x = Ax+ Bu 2.1

oraz réwnanie wyjsé

y =Cx 2.2)
gdzie x jest 71 -wymiarowym wektorem stanu ukladu, u wek-
torem wejs¢ a 'y wektorem wyjsé. Macierz A jest nazywana
macierzg stanu uktadu, a macierze B i C macierzami (odpo-
wiednio) wejsé i wyjsé.

Problem wyboru ,,najlepszych” wielkosci pomiarowych i
najlepszego sterowania jest scisle zwigzany z wyznaczeniem
charakterystyk dotyczgcych obserwowalnosci i sterowalnosci
badanego uktadu. Problem wyboru modelu o najmniejszym

vrmiarze jest zwigzany z okresleniem tzw. dominujgcych
wartosci wlasnych macierzy stanu.

Dla ukladu opisanego modelem w przestrzeni stanu
wprowadzono pojecia: sterowalno$ci, obserwowalnosci,
dominujace wartosci wiasne [2, 3].

Sterowalno$¢ ukladu: uklad nazywamy catkowicie
sterowalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sterowanie

u(t), ktére przeprowadza uktad z dowolnego stanu poczat-
kowego X, = X(l‘o) do dowolnego stanu koricowego
X, =X(,) w skoriczonym czasie 1, — 1.

Obserwowalnosé¢ ukladu: uktad nazywamy catkowicie
obserwowalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoniczona

chwila #, >, taka, ze na podstawie znajomosci sterowania
u(t,,z, ] i odpowiedzi y(#,,t,] w skoficzonym przedziale
(t,,1, ] mozna wyznaczy¢ stan tego uktadu X(#) w chwili
I >1,, przy dowolnym stanie poczatkowym X,,.

Dominujaca wartos¢ wlasna: dana warto$¢ wiasna /lk
nazywa sie dominujacg wzgledem innych wartosci wlasnych
/11, jesli wptywa ona na wybrane charakterystyki ukiadu

bardziej niz pozostale wartosci wiasne.

Dla okreslenia obserwowalnosci i sterowalnosci ukiadu
wprowadzono odpowiednie kryteria.
Kryteria oceny sterowalnosci uktadu:

1) Uktad opisany réwnaniami (2.1) oraz (2.2) jest stero-
walny, jesli macierz sterowalnosci pierwszego rodzaju

Q,(1:10)

I
T .
Q,@.1) = J‘e‘w‘”f)BBTeA =t diy

Ty

(2:3)

jestrzedu 7.
2) Uktad opisany réwnaniami (2.1) oraz (2.2) jest stero-

walny, jesli macierz sterowalnosci drugiego rodzaju Q ,

Q,=|B,AB,A’B,.,A"'B] (4

jestrzedu n .
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Kryteria oceny obserwowalnosci uktadu:
1) Uktad opisany réwnaniami (2.1) oraz (2.2) jest obser-
wowalny, jesli macierz obserwowalnosci pierwszego rodzaju

Q,,.1y)

T
T ~ £ =T
Q, (t,ty) = [ X @ CTCer 0 dr

Iy

(2.5)

jestrzedu 7.
2) Uktad opisany réwnaniami (2.1) oraz (2.2) jest
obserwowalny, jesli macierz sterowalnosci drugiego rodzaju

Qh2

Q,=lc cA ca’ .. ca”[ e

jestrzedu n .

2.1. Modalne miary sterowalnosci i obserwowalnosci
ukladu.

Oprécz badania sterowalnosci i obserwowalnosci fizycz-
nych zmiennych stanu oceniana jest sterowalnos¢ i obserwo-
walnos¢ kolejnych modéw uktadu. W przygotowaniu i pro-
wadzeniu badari pojazdéw w ruchu oraz pojazdéw i zespoléw
funkcjonalnych na stanowiskach symulacyjnych ogromna
role odgrywa analiza zachodzgcych zjawisk w dziedzinie
czgstosci. W celu ilo$ciowej oceny wplywu wartosci wia-
snych na charakterystyki uktadu wprowadzono pojecie miar
modalnych [1, 3]. Aby uktad byl sterowalny (obserwowalny)
wszystkie wektory wlasne winny by¢ sterowalne (obserwo-
walne).

Okreslono [4], ze uklad jest sterowalny gdy spetniony
Jest zwigzek

rzad [A — AE,B]=n Q.7

oraz, ze uktad jest obserwowalny gdy spetniony jest zwigzek

1zad |AT —AE,CT |=n 2.8)
dla wszystkich wartosci wiasnych Z’/ macierzy stanu (E

jest macierzg jednostkowag).

W celu przeprowadzenia modalnej analizy obserwowal-
nosci i sterowalnosci uktadu charakteryzowanego macierza
stanu, wprowadzono transformacje

x=Vz (2.9)

gdzie Z jest wektorem wspéirzednych modalnych, V jest

macierzg transformacji, ktérej kolumny sg prawymi wekto-
rami wlasnymi macierzy stanu A

V=[v,v,...v,] (2.10)

Dokonujac odwrécenia macierzy V otrzymano macierz W

w=v™ =[w1T,w2T,...,wﬂT @2.11)

ktorej wiersze sg lewymi wektorami wilasnymi macierzy
stanu.

Réwnanie stanu (2.1) w postaci modalnej ma postac

z= Az +Bu 2.12)
gdzie A jest macierzg wartosci wlasnych
/11
A,
A= B (2139
2,
a ﬁ ma postaé
by « b,
B=WB-= (2.14)
nl np
Réwnanie wyjs¢ (2.2) w postaci modalnej ma postac
y=Cz (2.15)
gdzie é ma postaé
Cll cln
C=CV= (2.16)
¢ ¢

gl o qgn

Na podstawie zaleznosci przedstawionych w [3] wpro-
wadzono modalne miary oceny sterowalnosci kb

Tyl *
w BB w,
i ORI (2.17)
Wi Wi
obserwowalnosci k¢
v,C'Cv,
ke=—— 1 2.18)
V. V.

I 4

oraz miare dominowania wartosci wlasnych sk

POJAZDY SZYNOWE 4/2003

37



A

9. p|\¢. b,
137
sk:E .

i=l j=l /1/(

(2.19)

" ES * . . . Z
gdzie V,, W, sy wektorami sprzezonymi do wektoréw v, ,

W..

3. Przyklad

Badania zwigzane z zastosowaniem przedstawionych
miar oceny sterowalnosci, obserwowalnosci oraz dominowa-

nia przeprowadzono na przykiadzie modelu przedstawionego
na rysunku 1.

I'ﬂl
k ol —lql
9 l—r“cl
111 4

£ |

Rys. 1. Model badanego uktadu

Ocenie poddano trzy warianty modelu reprezentowane
wektorami stanu:

- x! :[(h 4, 4, 42]7
- x" :[Ch_% 4 4 92_41]T
-x" :[92 4, 4,—q, Q2"QI]T

. 7k - s i
Macierz stanu A" odpowiadajaca wektorowi stanu x!

ma dla przyjetych w przykladzie danych wartosci wiasne A

/11{2 =-38,696 t j-32,243
A, =-1872+-9,015
gdzie: j = el (jednostka urojona)
oraz wektory wlasne v/
0,001 j-0,002
;| —0,015%j-0,013
1271 0,087+ 0,036
1,000 % j- 0,000

0,022+ j-0,106
. 10,002+ j-0,028
Y34 711000+ §-0,000
0,252+ j-0,054
Macierz stanu A" odpowiadajgca wektorowi stanu x”

ma wartosci wiasne A"
A, =-38,696+ j-32,243
A, =-1872£j-9,015

oraz wektory wlasne v
~0,015%j-0,013
x| —0,081%£j-0,031
271 0,001+ j-0,001
| 1,000 j-0,000 |
[0,022+-0,078 ]

B 1,000 £ j- 0,000

471 0,002+ -0,106
| —0,748+j-0,054

. /i i :
Macierz stanu A" odpowiadajaca wektorowi stanu

1 L 1
X" ma wartosci wlasne A

A = 38,696 % j-32,243
i = _1872+j-9,015

oraz wektory wlasne v
[-0,014%j-0,011]
s | —0919%j-0,031
? 1 0,015+-0,013

| 1,000+ j-0,000 |
[-0,003+j-0,037
u | —0329£-0,096
-0,022+j-0,106
| 1,000+ 0,000 |

W artykule przedstawiono wybrane wyniki badania ob-
serwowalnosci ukladu. Badania obserwowalnosci przepro-

wadzono dla wybranych macierzy wyjs¢ C, np.

- C,=[1 0 0 0]

1000
- C, =
“{0101}

0100
M
0 0 01
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Dla oceny sterowalnosci uktadu przyjeto macierz stero-
wania B jednakows dla wszystkich wariantéw modelu.

Dla przyjetych macierzy wyjsé C, macierzy wejscia B
i odpowiednich macierzy stanu A, A, A™ zbudowano
macierze sterowalnosci (2.7) 1 obserwowalnosci (2.8).
Stwierdzono, ze badane uklady sg sterowalne i obserwowal-
ne. Przyktadowe wartosci miar sterowalnosci (2.17) oraz

obserwowalnosci (2.18) 1 dominowania (2.19) dla badanych
wariantéw zebrano w tabeli 1 dla modelu reprezentowanego

1 .

wektorem stanu X', w tabeli 2 dla modelu reprezentowanego
I .

wektorem stanu X" oraz w tabeli 3 dla modelu reprezento-

i
wanego wektorem stanu X' .

Modalne miary sterowalnosci, obserwowalnos$ci oraz

dominowania dla modelu A’

Modalne miary sterowalnosci, obserwowalnosci oraz

; p I
dominowania dla modelu A

Tabela 1
Wielko$e kb ke sk
Wariant
mody
A'BC
% ! 1,319¢3 0,008 0,055
’ 0,091e3 0,011 0,056
3,4
A'BC
i3 2 1,319¢3 0,001 0,646
’ 0,091e3 0,012 0,704
3,4
A'BC
; g 1,319¢3 0,991 30,351
3’3 0,091e3 0,062 1,473

Modalne miary sterowalnosci, obserwowalnosci oraz

dominowania dla modelu A"

Tabela 2
Wielkosé kb ke sk
Wariant
mody
A”BCl
12 0,304e3 0,001 0,642
3’ 4 0,077e3 0,004 0,420
A ”BC2
12 0,304e3 0,008 3,437
’ 0,077e3 0,637 5,576
34
A"BC,
0,304e3 0,999 35,150
1,2 0,077¢3 0,988 9,023
3.4
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Tabela 3
Wielkosé kb ke sk

Wariant
mody

i
A Bl 0,609¢3 0,001 0,306
é’i 2078¢3| 0,002 3,087

11
ARG, 0,609¢3 0,458 15,718
é’i 20,78¢3| 0,105 31,512
A IIIBC

4 0,609¢3 0,999 32,168

;’i 20,78¢3| 0,998 111,141

4. Podsumowanie

Przeprowadzone analizy numeryczne wykazaly, ze
stosujac przedstawione miary sterowalnosci i
obserwowalnosci mozliwe jest uzyskanie odpowiedzi na
pytania: ktére mody poddaja si¢ tatwiej sterowaniu oraz ktére
mody mozna odtworzy¢ latwiej na podstawie mierzonych
wielkosci wyjsciowych.

Badania przeprowadzone dla modelu pokazanego na
rysunku, wykazaty wplyw przyjecia wektora stanu na stero-
walnos¢ 1 obserwowalno$¢ uktadu. Prowadzone sg badania
uktadu o wielu stopniach swobody, co umozliwi praktyczne
zastosowanie metody przedstawionej w artykule w procesie
tworzenia modelu dla eksperymentu w badaniach dynamiki
pojazdéw szynowych.
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