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Nowy sposob wyznaczania najmniejszej wspolnej
wielokrotnosci liczb naturalnych, jako model matematyczny
automatu w technice komputerowej.

W pracy opisano nowy sposéb wyznaczania Najmniejszej Wspdlnej Wielokrotnosci (NWW) liczb naturalnych.
Algorytm ten jest nowym narzedziem matematycznym optymalizujqcym obliczenia NWW liczb naturalnych.
Algorytm ten umozliwia takze uzyskanie wynikow réwnowaznosci obliczen polgrup charakterystycznych sumy
prostej i iloczynu prostego pewnych klas automatéw, ktore sq modelami matematycznymi (algebraicznymi)
odpowiednio sekwencyjnych i réwnoleglych struktur tych klas automatow. Automat rozumiany jest tutaj jako
model matematyczny opisujqcy sposéb przetwarzania informacji przez réznorodne systemy cyfrowe.

1. Wprowadzenie

W konstrukcji i w eksploatacji pojazdéw szynowych
coraz czeSciej wykorzystuje sie specjalistyczne komputery i
systemy mikroprocesorowe (sterowniki). Funkcje
realizowane przez sterowniki, algorytmy sterowania i
graniczne  warto§ci  parametrow pracy ~moga by¢
zmodyfikowane przez zmiany w  algorytmach i
oprogramowaniu sterownikéw. Istotnym zagadnieniem w
stosowaniu algorytméw i oprogramowaniu jest ich
optymalizacja, co w konsekwencji zmniejsza zlozono$¢
pamieciowg i czasowa wykonywanych obliczen.

W ramach realizowanego grantu 8T 12C 068 20
oInteligentne podsystemy mechatroniczne w procesach
diagnostycznych i sterowanie hamowaniem pojazdéw
szynowych” podjeto prace, ktorych celem jest maksymalne
wyeliminowanie uktadéw mechaniczno — pneumatycznych
podczas procesu hamowania pojazdéw szynowych na rzecz
ukladéw elektryczno-elektronicznych. Aktualny stan wiedzy
oraz uzasadnione wspéiczesne tendencje wskazuja na
potrzeba podjecia badan nad ukladami wprowadzajacymi
nowe techniki w konstrukcji i badaniach pojazdéw
szynowych w szeroko rozumianymi uktadami
elektronicznymi i informatycznymi z elementami sztucznej
inteligencji. Zaklada sie, ze w ukladach sterowania i
diagnostyki hamowania pojazdéw szynowych stosowane
beda uklady mikroprocesorowe (sterowniki), ktorych
dziatanie powinno odbywaé si¢ praktycznie w czasie
rzeczywisty. Te wymagania narzucaja dobdr optymalnych
parametréw technicznych w szczegélnosci dotyczacy czasu
zadzialania poszczegélnych elementéw uktadu. Znalezienie
metod i narzedzi optymalizujacych algorytmy, wediug
ktorych dziataja systemy mikroprocesorowe powoduja
skracanie czas6w dzialania systemow cyfrowych i
umozliwiaja przesylanie sygnatéw sterujacych prawie, ze w
czasie rzeczywistym.

2. Modele matematyczne [7, 19]

Swiat matematyki mozna sobie wyobrazi¢ jako ukiad
warstw otaczajacych jadro matematyki [19]. Jadro generuje
bogactwem nowych idei, nowych struktur i teorii. Idee z
jadra przenikaja ciagle poprzez zewngtrzne warstwy nauk
matematycznych, zapewniajacy staly doptyw wiedzy do
niektérych dziedzin spo$réd probleméw zwiazanych z
zastosowaniami matematyki. I na odwrét, problemy
pojawiajace sie w warstwach zewnetrznych, gdzie
matematyka czysta laczy sig z naukami stosowanymi —
zaopatruje centralne jadro w nowe struktury, nowe metody i
pojecia. Matematyka z jadra jest nauka samowystarczalng i
przez swe warstwy zewngtrzne kontaktuje sig¢ z ludzkimi
problemami. Teorie z tych warstw zewngtrznych nastawiane
sa bardziej na rozwiazywanie zagadnien niz na odkrywanie
form podstawowych. Warstwy odlegte od jadra poshuguja sig
matematyka raczej jako metaforma niz jako teoria:
zastosowania matematyki zlewaja si¢ z technika tak
gruntownie, ze powstaje catkiem odmienna dyscyplina
wiedzy. Poprzez trudne do okreSlenia granice miedzy tymi
warstwami teoria i problemy przenikaja si¢ wzajemnie i
wzbogacajg sie. Dostarcza to nowych zrodet inspiracji w
matematyce i w innych naukach. W ostatnich latach §wiat
matematyki rozwinal si¢ z pojedynczej dyscypliny w grono
splecionych dyscyplin nazywanych zazwyczaj naukami
matematycznymi. Do nauk tych poza dziedzinami z jadra
takimi jak: teoria liczb, logika matematyczna, topologia
rézniczkowa i geometria algebraiczna wchodza takze takie
dzialy nauk stosowanych jak: badania operacyjne, statystyka,
informatyka, kombinatoryka i programowanie matematyczne.

Model matematyczny [7] jest dowolnym, pelnym i
niesprzecznym ukladem réwnan matematycznych, majacych
odpowiada¢ jakiej$ innej wielkodci, jego prototypowi. Ten
prototyp musi by¢ wielkoscia fizyczna, biologiczna,
spoteczna, psychologiczng czy pojgciowa, a nawet innym
modelem matematycznym. Zamiast réwnafi mozna
wprowadzi¢ stowo ,,struktury”, nie zawsze, bowiem mamy
do czynienia z modelem numerycznym. Oto niektére z
celdéw, dla jakich konstruuje sig¢ modele:
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1. uzyskanie odpowiedzi na to, co sig zdarzy w §wiecie

fizycznym,

2. ukierunkowanie dalszych eksperymentéw czy
obserwacji,

3. uzyskanie postgpu koncepcyjnege 1 lepszego
rozumienia,

4. aksjomatyzowanie sytuacji fizycznej,
5. rozwéj matematyki i sztuki tworzenia modeli
matematycznych.

Uswiadomienie sobie, ze teorie fizyczne moga sig
zmienia¢ i ulega¢ modyfikacja, Ze moga istnie¢ teorie
konkurencyjne, ze matematyka moze nie wystarczy¢ do
pelnego wykorzystania teorii — wszystko to doprowadzito do
pragmatycznego uznania modelu jako ,rzeczy chwilowej”,
bardziej dogodnego przyblizenia stanu rzeczy niz wyraznie
odwiecznej prawdy. Model moze by¢ uznawany za dobry lub
zty, prosty lub skomplikowany, estetyczny lub okropny,
uzyteczny lub bezuzyteczny, w mniejszym natomiast stopniu
jako ,,prawdziwy” lub ,falszywy”. Wspotczesna koncentracja
na modelach w przeciwstawieniu do teorii doprowadzita do
badania twoérczo$ci modelowej jako pracowitej sztuki i
wynikajacego stad spadku zainteresowania specyficzna
sytuacja fizyczna, ktdra si¢ modeluje.

3. Zlozonosé algorytmoéw [13]

Wszystkie problemy, z jakimi mozna spotkac sig¢ w matema-
tyce mozna podzieli¢ na dwie klasy:

e takie, dla rozwiazania, ktorych algorytm nie istnieje;
problemy takie sa nazywane nierozstrzygalnymi.
Pewne przypadki szczegdlne tych probleméw moga
by¢ rozwiazane przez zgadnigcie, ale ogblna metoda
ich rozwiazania nigdy nie moze by¢ znaleziona;

e takie problemy, ktére mozna rozwigza¢ za pomoca
algorytméw.

Czas, jaki jest potrzebny do wykonania algorytmu,
wyrazony w  funkcji rozmiaru problemu, nazywa sig
ztozonoscia czasowa algorytmu.

Jedli f (n) i g(n) sa funkcjami okre§lonymi w zbiorze

liczb naturalnych, to méwimy, ze f(n) jest 0(g(n)) (,,rzedu
g(n)"), jesli istnieja state k,m € N, takie ze f(n) <k-g(n) dla
wszystkich n2m.
Algorytm o zlozono$ci czasowej wielomianowej, lub w
skrécie algorytm wielomianowy, to taki algorytm, ktérego
ztozono$¢ czasowa jest O(p(n)), przy czym p(n) jest
wielomianem, za§ n oznacza rozmiar problemu. Jezeli
powyzszy warunek nie jest spetniony, to algorytm nazywa sig
algorytmem o zlozono$ci czasowej wyktadniczej lub po
prostu algorytmem wyktadniczym (eksponencjalnym).

Rozmiar pamigci urzadzenia liczacego, potrzebny do
wykonania  algorytmu, wyrazony w funkcji rozmiaru
problemu nazywa sig zlozonoscia pamigciowa algorytmu.
Definicje zlozonoéci wielomianowej 1 wykladniczej
algorytméw dla tego przypadku sa analogiczna jak dla
przypadku ztozonosci czasowe;.

W klasyfikacji problem6w rozwiazalnych stosuje sig podziat
dychotomiczny: do jednej klasy zalicza si¢ problemy , tatwe",
a do drugiej ,,trudne". Problemy ,,fatwe” to takie, dla ktérych
istnieja algorytmy wielomianowe. Natomiast problemy

Htrudne” charakteryzuja sig¢ wyktadnicza zloZzonoscia
algorytméw stuzacych do ich rozwigzywania. Przypusémy,
ze mamy siedem algorytmow o nastgpujacych ztozonosciach:

Algorytm Ztozonos¢
A 0(n)
A, O(nlogn)
Az 0(n%)
A, 0(n’)
As 02"
Ag 0(3")
Aq O(mb

Algorytmy Al + A4 sa algorytmami wielomianowymi,
natomiast algorytmy A5 -+ A7 maja zlozono$é
eksponencjalng (cho¢ np. funkcja n! nie jest funkcje
wyktadnicza). Jest oczywiste, ze w niektorych szczegdlnych
przypadkach  pewne  algorytmy  wykladnicze  sa
efektywniejsze od algorytméw wielomianowych. Na
przyktad przypusémy, ze ztozono$¢ algorytmu A3 wynosi w
rzeczywistoéci 100 - n? , natomiast ztozonoéé algorytmu A6
jest réwna 2-3". Wéwczas algorytm A6 jest skuteczniejszy
od algorytmu A3 dla wszystkich probleméw o rozmiarze n
< 7. Jednakze w ogoélnosci, dla probleméw o dowolnie
duzych rozmiarach efektywniejsze s oczywiscie algorytmy
wielomianowe.

Maksymalne rozmiary probleméw rozwigzywalnych w
réznych jednostkach czasu.
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Tabela 1
i RIS e i
1 sekundy 1 minuty 1 godziny
n 1 000 000 | 60 000 000 | 3 600 000 000
nlogn 62746 | 2801417 | 133378058
n? 1 000 7745 60 000
n’ 100 391 1532
oy 19 25 30
3" 12 16 20
10" 6 7 9
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Poréwnanie czaséw wykonania algorytméw o roéznych
zloZonoSciach czasowych

Tabela 2
Rozmiar
| pro-
blemu
10 20 30 40 50
Fun-
kcja
zlu’i(')-
::lgjsowej
. | 10-10°|20-10°|30-10°| 40-10°| 50-10°
sekundy | sekundy | sekundy | sekundy | sekundy
332. | 864 | 1472 | 212,9. | 2825-
i 10° 10°® 10° 10°® 10
log,n
sekundy | sekundy | sekundy | sekundy | gekundy
, |01-10°/04-10%09-10%|1,6-10°| 25107
n
sekundy | sekundy | sekundy | sekundy | sekundy
, | 1-10° | 8107 | 27-107 | 64107 | 125107
n
sekundy | sekundy | sekundy | sekundy | sekundy
on 0,001 1 17,9 12,7 35,7
sekundy | sekunda | minuty dnia lat
” 0,059 58,1 6,53 3855 | 2,3-10°
sekundy | minuty roku | wiekéw | wiekéw
3,17 - 3,17 - 34
i 2,8 31710 1ot 10% 3,17 - 10
godziny | wiekéw SEEP T wiekéw
Efekt przyspieszenia obliczen
Tabela 3
Rozmiar maksymalnego problemu
rozwiazywalnego w ciagu 1 godziny na
Ztozono$é komputerze
CZASOWE. | sictual- | L0:krotnie ' |- - 00z | 10O0-
- St krotnie krotnie
Y yoszy szybszym | szybszym
n n; 10 n; 100 n; 1 000 n;
n2 Ny 3,16 ny 10 9% 31,62 jib)
n3 n3 2,15 N3 4,63 N3 10 N3
" s ng +3,32 | ng+ 6,64 | ng+ 9,97
3" ns ns+2,1 | ns+4,19|n5+6,29
IOn g Ne+ 1 Ng + 2 Ng + 3

Przyjmijmy tutaj, ze czas potrzebny do wykonania algorytmu
bedziemy mierzy¢ w umownych jednostkach, dla przyktadu
w mikrosekundach. W tabeli 1 podano rozmiary probleméw

jakie moga by¢ rozwiazane w ciagu 1 sekundy, | minuty
i 1 godziny przez algorytmy o rdéznych zlozonosciach
czasowych. Tempo wzrostu czasu wykonywania algorytméw
o roéznych ztozono$ciach czasowych przedstawiono w tab 2.
Szczegdlnie interesujace, wobec faktu, ze wiek Ziemi
szacuje si¢ na 4,6:10° lat, wydaja si¢ byé wyniki
przedstawione w prawej dolnej czesci tej tabeli. W zwigzku
z tym rozpatrzmy jaki wplyw na szybko$¢ wykonywania
algorytmu na jako$¢ stosowanego komputera. W tabeli 3
przedstawiono najwiegksze rozmiary szczegodlnych
przypadkow probleméw, ktére moge byé rozwiazane w
ciagu | godziny przy zastosowaniu komputeréw o réznych
szybkosciach dziatania. Wynika z niej, ze algorytmy o
ztozonosci wyktadniczej sa w bardzo matym stopniu podatne
na przyspieszenia polegajace na stosowaniu do ich
rozwiazania szybszych komputerow.

Problemy
nierozstrzygalne

g B g S Sy

N
*s NP-

/

, Problemy
i co-NP

o

Rys.1. Klasyfikacja probleméw

Na rysunku 1 przedstawiono schematycznie klasyfikacjg
probleméw. Wyrézniono tam problemy nierozstrzygalne,
czyli takie, dla ktérych udowodniono, ze nie istnieje algorytm
stuzacy do ich rozwiazania. Nie oznacza to, Zze pewne
przypadki nie noge by¢ rozwiazane przez zgadnigcie. Klasa
probleméw trudnych zawiera tylko problemy o zloZonosci
wyktadniczej. Natomiast problemy tatwe, czyli problemy
wchodzace do klasy P (P-skr6t angielskiego stowa
"polynomial"), to problemy o zlozono$ci wielomianowe;.
Tak wprowadzona klasyfikacjg teraz rozbudujemy.

Klasa NP (NP to pierwsze litery angielskich stow
"nondeterministic polynomial") zawiera wszystkie problemy,
fatwe, a takze problemy, ktorych status jest mniej pewny:
znane sg tylko algorytmy o zlozonosci eksponencjalnej
shuzace do ich rozwiazania, lecz nie dowiedziono, ze nie
istnieja dla nich algorytmy o zlozono$ci wielomianowe;j.
Klasg NP tworzy zbiér probleméw, ktére moga byc
rozwigzane za pomocg algorytmoéw niedeterministycznych o
zlozonosci wielomianowej. Algorytm niedeterministyczny
jest rozumiany tutaj jako algorytm sktadajacy sig¢ z dwoch
etapow: etapu zgadnigcia 1 etapu weryfikacji. W pierwszym
etapie po prostu zgadujemy rozwiazanie, a weryfikacja
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polega na sprawdzeniu w sposéb  deterministyczny, z
zastosowaniem algorytmu wielomianowego, czy rozwiazanie
to spetnia natozone na problem warunki.

Jesli rozpatrywaé problemy decyzyjne, to rozwiazania
probleméw z pomoca algorytméw niedeterministycznych
roznia sie od rozwiazan probleméw uzyskiwanych za
pomoca algorytméw deterministycznych brakiem pewnego
rodzaju symetrii. Jesli problem ,,Czy X jest prawdziwe dla
zadanego przypadku I?” rozwiazujemy za pomoca
wielomianowego algorytmu deterministycznego, to takze za
pomoca algorytmu tego samego typu mozna rozwigzaé
problem komplementarny ,,Czy X jest falszywe dla
zadanego przypadka I?" Inaczej sprawa przedstawia sig z
wielomianowymi algorytmami niedeterministycznymi. W
tym przypadku wspomniana symetria nie zawsze wystgpuje,
stad na rysunku 1 wyrdzniono klasg¢ co-NP, czyli klasg
probleméw  komplementarnych  (dopetnieniowych) do
probleméw typu NP.

Okazuje sig, ze przekrdj mnogosciowy klasy NP z klasg

co-NP jest nie pusty. Przyktadem problemu nalezacego
zaréwno do klasy NP jak i do klasy co-NP jest problem liczb
zlozonych, w ktorym pytamy czy liczba naturalna jest
zlozona, tzn. czy jest iloczynem dwoch liczb naturalnych od
niej mniejszych.
By¢ moze dla rozwigzania probleméw typu NP istnieje
algorytmy deterministyczne wielomianowe, lecz jak dotad
problem ,Czy P = NP ?" jest nierozwiazany, cho¢
przypuszcza sig, ze P # NP.

Zatrzymajmy si¢ jeszcze przez moment przy klasie NP.

Wyr6zniono w niej podklasg probleméw NP-zupeych
odznaczajacych si¢ ciekawa wilasnoscia: je$li cho¢ jeden z
tych probleméw mozna by bylo rozwigza¢ za pomoca
wielomianowego algorytmu deterministycznego, to takze
wszystkie pozostate mozna by rozwiaza¢ korzystajac z takich
algorytmoéw.
Istnieje S§cista zalezno§¢ pomigdzy problemami NP-
zupelnymi i hipoteza, ze NP # co-NP. Otdz jesliby istnial
problem NP-zupelny taki, Zze jego wersja komplementarna
bylaby typu NP, to woéwczas klasa NP i klasa co-NP
stanowityby te sama klasg problemow.

Obecnie przedstawimy jak rézne operacje matematyczne
majg wptyw na czas obliczen procesoréw([17]. Jako przyktad
analizuje sie procesor specjalizowany iAPX 86/20 ztozone z
uniwersalnego mikroprocesora Intel 8086 (procesor gtowny)
i specjalizowanego mikroprocesora numerycznego Intel 8087
(koproccsor). Mikroprocesor numeryczny wykonuje operacje
arytmetyczne i oblicza funkcje elementarne od argumentéw z
zakresu 107°%® ... 10"%, z dokladno$cia siegajaca 17 cyfr
znaczacych. Zestaw wykonywanych operacji obejmuje:

- dzialania arytmetyczne dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia,

- obliczanie funkcji pierwiastka kwadratowego, tangens, e do
potegi.

Czasy wykonania przyktadowych operacji zebrane sa w
tabeli 4. W czasie pracy zestawu iAPX 86/20 obydwa
procesory wspotpracuja $cisle przy wykonaniu tego samego
programu. Kolejne rozkazy programu sa wskazywane przez
licznik rozkazow procesora glownego (8086). Koprocesor
numeryczny (8087) nie ma wiasnego licznika rozkazow, lecz
wychwytuje przeznaczone dla siebie rozkazy z ciagu
rozkazéw pobieranych przez procesor gtowny i wykonuje

operacje matematyczne. Z tabeli 4 wynika, Ze operacje
dodawania, odejmowania i mnoZenia zuzywaja znacznie
mniej czasu od operacji dzielenia, pierwiastkowania i
potggowania.

Czas wykonania przykladowych operacji

koprocesora 8087
Tabela 4

Operacja Czas wykonywania
Dodawanie 14 ps
Odejmowanie 18 us
Mnozenie 19 us
Dzielenie 39 us
Pierwiastek 36 us
Tangens 90 us
e do potegi 100 ps

W ostatnich latach problemami ztozonosci algorytmow i
obliczei coraz intensywniej zajmuje si¢ informatyka.
Informatyka  (ang.  computer  science) [9] to
usystematyzowana wiedza na temat obliczania. Jej poczatki
siegaja projektowania algorytméw przez Euklidesa oraz
wykorzystywania asymptotycznej ztozono$ci i
redukowalno$ci przez Babiloniczykow [8]. Wspodiczesne
zainteresowania ta dziedzing zostaty jednak uksztaltowane
przez dwa wazne wydarzenia: powstanie nowoczesnych
maszyn liczacych (komputeréow), mogacych wykonywac
wiele milionéw operacji na sekundg, oraz formalizacjg
pojecia efektywnej procedury.

Informatyka zawiera dwie glowne sktadowe: po pierwsze,
fundamentalne idee i modele lezace u podstaw obliczania, i
po drugie, techniki inZynieryjne uzywane przy projektowaniu
systeméw obliczeniowych, zaréwno sprzgtowych, jak i
oprogramowania, a W szczegélnoéci zastosowanie teorii do
ich projektowania.

Informatyka teoretyczna ma zrédta w wielu réznych
dziedzinach. Biolodzy studiowali modele sieci neuronowych,
inzynierowie elektrycy rozwijali teorig¢ przetacznikéow jako
narzedzie projektowania sprzgtu, matematycy pracowali nad
podstawami logiki, lingwiSci badali gramatyki jezykéw
naturalnych i ze wszystkich tych badan wylonity si¢ modele o
podstawowym znaczeniu dla informatyki teoretyczne;.

4. Automaty skonczone jako modele matematyczne
przetwarzania informacji

4.1. Automaty skonczone w informatyce

Pojecia automatu skonczonego i wyrazenia regularnego
[9] zostaly poczatkowo stworzone z mys$la o sieciach
neuronowych i  uktadach  przelaczajacych.  Jezyki
akceptowane przez automaty skonczone mozna atwo opisaé
za pomoca prostych wyrazen zwanych wyrazeniami
regularnymi. Klasa jezykéw akceptowalnych przez automaty
skonczone pokrywa si¢ dokladnie z klasa jezykow
opisywalnych wyrazeniami regularnymi. Pdzniej postuzyly
one jako pozyteczne narzgdzia do projektowania
analizatorow leksykalnych, czyli tych czesci sktadowych
kompilatorow, ktére grupuja symbole w tokeny —
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niepodzielne jednostki bedace np. nazwami zmiennych lub
stowami kluczowymi. Pewne systemy generowania
kompilatorow przeksztalcaja w sposob automatyczny
wyrazenia regularne na automaty skoficzone, uzywane jako

analizatory  leksykalne. Inne zastosowania wyrazen
regularnych 1 automatéw skonczonych znaleziono w
edytorach  tekstu, przetwarzaniu obrazéw, réznych

programach przetwarzajacych tekst i przeszukujacych pliki.
Traktowane jako pewne pojgcia matematyczne, znalazty one
réwniez zastosowanie w innych dziedzinach, takich jak np.
logika.

Pojecia gramatyki bezkontekstowej 1 odpowiadajacego jej
automatu ze stosem byly niezwykle pomocne przy
specyfikowaniu jezykow programowania i projektowaniu
analizatorow syntaktycznych (parserow), bedacych nastgpna
kluczowa sktadowa kompilatorow [9]. Jezyki generowane
przez gramatyke bezkontekstowa sa szeroko stosowane do
opisu jezykéw sztucznych w szczegoélnosci jezykow
programowania [12].  Obecnie, dzigki powszechnej
znajomosci catej gamy technik opartych na gramatykach

bezkontekstowych, projektowanie analizatoréw
syntaktycznych nie jest juz problemem, a analiza
syntaktyczna  zajmuje  tylko maly procent czasu

przeznaczanego na typowa kompilacje.

Przedmiotem badan w teorii automatdéw jest konstrukcja
modeli matematycznych opisujacych sposoby przetwarzania
informacji przez réznorodne systemy cyfrowe. W
szczegblnosci przedmiotem badan w teorii automatéw sa
abstrakcyjne modele uktadéw technicznych pracujacych z
pomocg sygnatow dyskretnych, zwanych réwniez sygnatami
cyfrowymi. Przedmiot szczegdlnego  zainteresowania
stanowia cyfrowe maszyny matematyczne, cyfrowe uklady
sterowania procesami technologicznymi i cyfrowe uklady
transmisji danych. Z drugiej strony teoria automatow jest
jedna z galezi ogblnej teorii systeméw i jako taka daje
narzedzie potrzebne do stawiania 1 rozwigzywania
problemow ogdlnych, ktére moze by¢ zastosowane zardéwno
rozwigzywaniu probleméw juz znanych, jak roéwniez w
przyszto$ci. Teoria automatow stanowi w swej istocie teorig

obliczalnosci obejmujaca problemy obwodow
komputerowych,  oprogramowania, dzialania  ukladu
nerwowego 1 procesy Wwzrostu organizméw zywych.

Automat, w szczegolno$ci skonczony, jest abstrakcyjny
pojeciem matematycznym, modelem obliczefi lub modelem
pewnego procesu. Do badan w teorii automatéw stosuje sig
algebre ogolng i teorig graféw. Pewne pojecia z algebry maja
swoje poczatki w sieciach komputerowych.

Historycznie i merytorycznie patrzac, teoria automatow
jest gatezia informatyki majaca silne zwiazki z lingwistyka
matematyczna, matematyka dyskretna i inzynieria systeméw
cyfrowych. Zwiazki te wynikaja z natury pojecia automatu,
ktéry moze by¢ rozumiany jako akceptor jezykéw, algebra
abstrakcyjna, graf skierowany, przetwornik sygnatow
cyfrowych i model matematyczny systeméw cyfrowych.
Powyzsze fakty dowodza interdyscyplinarnosci teorii
automatdw, a takze jej waloré6w ogdlno poznawczych w
zakresie  modelowania  proceséw  technicznych. W
poczatkowym okresie, glownie w latach pigédziesiatych i
pierwszej potowie lat sze$¢dziesiatych, teoria automatow
obejmowata gtéwnie problemy zwiazane z lingwistyka
matematyczna. Druga potowa lat sze§¢dziesiatych i lata

siedemdziesiate dotycza giéwnie badan w zakresie
strukturalnej teorii automatéw, a takze algebraicznej teorii
automatdw w  zakresie majacym  znaczenie dla
rozwiazywania waznych probleméw analizy i syntezy. Lata
siedemdziesiate i pdzniejsze przynosza znaczacy wplyw
analizy zlozono$ciowej w teorii automatow, a takze rozwoj
teorii automatéw zmiennych w czasie jako adekwatnych
modeli matematycznych dla wielu proceséw obliczeniowych
i technicznych.

Wazne i znaczace sg tez wplywy teorii automatow na
rozwéj podstaw techniki cyfrowej, projektowania i
uzytkowania sprzetu informatycznego, ktére wyrazaja si¢ w
powstaniu wielu nowych metod projektowych wdrozonych
do praktyki inzynierskiej w procesie dydaktycznym. W
ostatnim dziesiecioleciu najwieksze znaczenie mialy badania
w zakresie strukturalnej teorii automatéow, w szczegdlnosci
zmiennych w czasie.

Teoria automatow  jest skutecznym  narzedziem
umozliwiajacym formalne projektowanie prostych i
ztozonych  uktadéw  cyfrowych z  zastosowaniem

standardowych uktadow elementarnych. Rozw¢j technologii
obwodéw scalonych i wzrost funkcjonalnej zlozono$ci
podzespotéw cyfrowych oraz tendencje wprowadzania

maszyn cyfrowych przyczynity si¢ do znacznego
zainteresowania  zlozono$cia  obliczeniowa dla wielu
zagadniei.  Automat jest abstrakcyjnym  pojgciem

matematycznym, modelem obliczen lub modelem pewnego
procesu. Algebraiczna teoria automatéw z jednej strony jest
teoretycznym uogolnieniem teorii uktadéw logicznych, z
drugiej strony moze by¢ traktowana jako dzial algebry.
Pojecia z algebry w postaci sformalizowanej sq analizowane i
przeksztatcane do postaci dogodnych do optymalizacji.
Z postaci abstrakcyjnej, w procesie syntezy, mozna je
przeksztalci¢ w schemat logiczny, oprogramowanie lub ich
kombinacje. Tym samym uczy teoria automatéw jak
koncepcyjnie i obliczeniowo rozwaza¢ wzrastajace co do
wielkosci i zlozono$ci problemy w  informatyce.
Réwnoczeénie teoria automatow ksztalci tez pierwiastek
kreatywnosci, bowiem proces mys$lowy ma tu zasadniczy
charakter heurystyczny.
Rozwdj teorii automatow byt stymulowany przez dwie
uzupetniajace si¢ tendencje :
a) konstruowanie modeli blizej zwigzanych ze
wspblczesnymi systemami 1 oprogramowaniem
b) znajdowanie poprawnych narzgdzi matematycznych
(jezyka matematycznego), w ktérym mozna wyrazi¢
procesy obliczeniowe o duzej réznorodnosci.
Rownocze$nie rozwoj ten zwiazany byl ze wzrostem
znaczenia cyfrowych maszyn matematycznych w réznych
gateziach wytwarzania, jak rowniez z doskonaleniem metod
uzytkowania, analizy 1 syntezy cyfrowych ukladow
sterowania procesami technologicznymi z uwzglednieniem
skali scalenia i zfozonosci funkcjonalnej podzespotow
cyfrowych.

4.2, Struktury algebraiczne i ich reprezentacje w teorii
automatow

Od blisko czterdziestu lat jesteSmy $wiadkami
intensywnego rozwoju teorii automatdéw, szczeg6lnie
algebraicznej teorii automatéw rozwijanej na gruncie teorii
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potgrup. Komplementarno$¢ strukturalno-jgzykowa automa-
tow zaowocowata glebokimi pracami z zakresu akceptowal-
noéci jezykéw przez automaty jak i automatowej reprezen-
tacji poszczegodlnych klas jezykow. Definicje relacji i rowno-
wazno$ci Myhilla [3, 9, 12] na zbiorze stanéw automatu oraz
polgrupy charakterystycznej automatu pozwolity wydoby¢
zen mozliwo$ci obliczeniowe. Tak wigc na automat spojrzeé
mozna zaréwno pod katem widzenia systemu algebraicznego
o charakterze strukturalno - jezykowym jak i modelu
obliczen. :

W algebrze wyr6zniamy siedem gtéwnych typow struktur
algebraicznych: polgrupy, grupy, pierScienie, ciata, moduty,
przestrzenie wektorowe i algebry [16].

Zbior sktadajacy sie z elementow ay, ay, ..., @, bedziemy
oznaczali { aj, ay, ..., a,}. T0, Ze X jest elementem zbioru A,
bedziemy zapisywali krotko xe A [15]. Zbiér A nazywamy
skofczonym, gdy istnieje liczba naturalna n taka, ze dany
zbiér jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych:
1,2, 3, ..., n. MOéwimy wowczas, ze zbiér A ma n elementow
[11]. Dwa zbiory A i B nazywamy rownolicznym jezeli
element jednego zbioru mozna potaczy¢ z element drugiego
zbioru w pary (a, b) tak, by kazdy element a € A byt ztaczony
z dokladnie jednym elementem b € B i odwrotnie; by kazdy
element zbioru B byl zlaczony z dokladnie jednym
elementem zbioru A [11]. Struktury algebraiczne na zbiorze
A nazywamy kazdy zespot (A, Fy, ..., Fns hy, o hys g1, -0 80)
zloZony na zbiorze A, z pewnej iloci dziatan wewngtrznych
h: AX A= A, .., h;: A X A— A, iz pewnych iloéci dzialan
zewnetrznych g;: Fi X A— A, ..., gn: Fn X A— A, Dziatania
wewnetrzne lub krotko dzialania na zbiorze A nazywamy
kazde odwzorowanie iloczynu kartezjanskiego A X A w zbiér
A. Innymi stowy dzialanie w zbiorze A jest kazde
odwzorowanie h: A X A— A, przyporzadkowujace dowolnej
parze elementéw a, b zbioru A w $ci$le okredlony element ¢
zbioru A.

Odwzorowanie iloczynu kartezjanskiego F X A w zbiorze
A nazywamy dziataniem zewngtrznym okre$lonym w zbiorze
A. Dzialaniem zewnetrznym jest wigc odwzorowanie g
przyporzadkowujace kazdej parze elementow x € F i a€ A
$cidle okre§lony element zbioru A, ktéry oznacza¢ bedziemy
symbolem g(x,a). Najczgsciej zbiory A i F sa najzupelniej
rozne. Jezeli A = F to definicje dziatanie zewngtrznego
pokrywa sig z definicjqa dziatania wewngtrznego. W
rozpatrywanych przez algebre strukturach algebraicznych
ilo§¢ dziatah wewnetrznych wynosi jeden lub dwa; w
niektérych z nich nie ma w ogéle dziatan zewnetrznych, w
innych za$ jest tylko jedno takie dziatanie. Dziatanie
wewnetrzne oznaczamy przy tym z reguly jako addytywne i
multiplikatywne i nazywamy je odpowiednio dodawaniem
lub mnozeniem. Jezeli okre$lone jest jedno dziatanie, to
oznaczamy je na ogdt multiplikatywnie, a addytywnie
jedynie wtedy, gdy jest to dziatanie przemienne. W dalszych
rozwazaniach zajmiemy sig¢ strukturg algebraiczna — potgrupa
i okre$lonej na niej operacja wewngtrzng mnozenia.
Grupoidem nazywamy parg uporzadkowana (A, - ), gdzie A —
niepusty zbiér, (-) operacja binama na zbiorze. Operacje
binarng na zbiorze A nazywamy przeksztatcenie niepustego
podzbioru zbioru A X A w zbiér A. Binamna operacje (-) na
zbiorze A nazywamy laczng (asocjatywna ), jesli

a.(boc)=(a-b).c dlawszystkicha, b, c € A. Pdigrupa, to
taki grupoid (A, - ), w ktérym operacja (-) jest asocjatywna.
Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbidr X
bedziemy nazywaé alfabetem, a jego elementy literami.
Stowem x w alfabecie ¥ nazywamy dowolny ciag liter
alfabetu X napisanych obok siebie, a dlugos¢ stowa
(oznaczong przez | x |) nazywamy liczba tych liter. Operacje
polaczenia dwoch stow, polegajaca na napisaniu ich obok
siebie w celu otrzymania nowego stowa nazywamy
konkatenacja.

Skonczonym automatem zdeterminowanym bez wyjs¢ lub
krétko automatem nazywamy 3-ke uporzadkowan (S, Z,8)
gdzie: S jest skonczonym, niepustym zbiorem stanéw, X jest
skonczonym, niepustym zbiorem wej$é, 8: S X T — S jest
funkcje przejéé [3, 12]. Symbolem X" oznacza¢ bedziemy
przeliczalny nieskonczony zbiér ciaggéw o skonczonej
dhugoséci utworzonych z elementéw zbioru £. Zbi6r Z* razem
z operacja konkatenacji tworzy pétgrupe wolna zwana
potgrupa wejsciowa. Symbolem T oznaczaé bedziemy
monoid wejsciowy, czyli X = =" U A, gdzie A jest stowem
pustym. Funkcje & rozszerzamy do obszaru okre$lonosci
S X X' w nastepujacy sposéb: niech & (s, x) bedzie
zdefiniowane, wtedy: 8(s, x 6) = 8(8(s, x), o) dla kazdego
s€ S, xe I, 0 € 3. Nazbiorze 2" zdefiniujemy relacje:

x Ry wtedy i tylko wtedy, gdy V 8(s, x) = (s, y), (gdzie
seS
Y kwantyfikator ogdlny méwiacy, ze dla kazdego s € S

istnieje przedstawione réwnanie). R jest relacja réwno-
wazno$ci (relacja Myhilla) [3, 12]. Klas¢ réwnowaznosci

. . * & . %
zawierajaca element x € X oznacza¢ bedziemy X, a zbidr

wszystkich klas réwnowaznosci oznaczaé bedziemy 1.

Zbiér 1 lacznie z operacja ., gdzie ;’;:xy tworzy
poigrupe  (odpowiednio, monoid) zwana poligrupa
charakterystyczng (odpowiednio, monoidem charakte-
rystycznym). Polgrupe charakterystyczna automatu A
oznaczaé bedziemy I(A).

Sumeg prosta automatéow A = (*S, Z,%8) i B =(°S, I, E3)
jest trojka uporzadkowana

AUB = (AYBS, 3, AYBg) | gdzie: ABS = ASUPS;

AUBg. AVBG » 3 —» AYBS | dla kazdego se *BS i deX
zachodzi

As(As, o), Agehs

AB5(s,0) =
B6(BS,G), BseBs
Tloczyn prosty automatéw A = (*S, Z, *3)
i B=(®S, Z,58) jest trojka uporzadkowana

AXB = (P®S, 3, AB5) , gdzie: BS = AS x BS;

AXBS: AxBS X3 —> AXBS,

- a ﬁinké:ja przejsé j Aest Seﬁniogvan]? jak nastepuje
8(("s,"s), (6)) = ("8 (s, 0),(°8 (°s, 0)).
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Potgrupa charakterystyczna jest szczegodlnie istotnym
pojeciem w teorii automatdéw; jest ona nosnikiem waznych
informacji, tak w aspekcie strukturalnym, jak i
lingwistycznym. Ma to bezposrednie wazkie konsekwencje
praktyczne w sferze projektowania optymalnych uktadéw
logicznych.

Potgrupa  charakterystyczna okresla zdolno$¢ do
przetwarzania informacji. Suma prosta i iloczyn prosty
potgrup charakterystycznych automatéw skonczonych mozna
uwazac za realizacjg odpowiednio sekwencyjna i rownolegla
obliczen. W pracy [3] udowodniono, ze suma prosta i iloczyn
prosty pélgrup charakterystycznych automatow
asynchronicznych, zdeterminowanych, skonczonych o
alfabecie ~ dwuwejsciowym  sa  izomorficzne  czyli
rownowazne. Wziawszy pod uwage iz podlgrupa
charakterystyczna okre§la zdolno$¢ do przetwarzania
informacji, za§ sumg prosta i iloczyn prosty mozna uwazaé za
realizacj¢ odpowiednio sekwencyjna i rownolegta obliczen
uzyskane rezultaty oznaczaja iz owa zdolno$¢ nie zalezy od
realizacji sekwencyjnej lub réwnoleglej (taka sama liczba
klas abstrakcji odpowiednich pétgrup charakterystycznych).
Wynik ten uzyskano stosujac nowy sposdb wyznaczania
NWW  liczb naturalnych przedstawiony ponizej. Nowy
sposéb wyznaczania NWW liczb naturalnych umozliwia
minimalizacjg obliczen w stosunku do dotychczas
stosowanych algorytméw [10, 11, 14].

5. Tradycyjny sposéb wyznaczania NWW z wykorzysta-
niem techniki komputerowej

Znane sa metody obliczania NWD (najwigkszy wspolny
dzielnik) i NWW dwach liczb catkowitych [10,14]. Dowolne
dwie liczby catkowite mg i m; rézne od zera mozna napisaé w
postaci iloczynu tych samych liczb pierwszych:

ri r Si s

n
mo=%p, By s TR ED e P

jesli dopuscimy wyktadniki zerowe (oczywiscie 0_ 1)
] Pj

Dla dwoch liczb catkowitych my i m;

aj ey
NWD(mg, mp) = Py - Pp >
b b

NWW (mg, m]) = P{ - Pp

gdzie: aj = min(rj,s;) , bj = Max(rj,s;),i=1-,n.
Dodatkowo przyjmujemy NWD(0, my) :Imll ,

NWW(0,m) =0 oraz ’mol > |rn1’

Bardzo czgsto realizuje si¢ obliczanie NWD i NWW z
wykorzystaniem komputera. Sposéb wedhug [10, 14], ze
wzgledu na operacje potggowania 1 wyszukiwania g; i b jest
niewygodny. Nalezy szuka¢ takich metod aby korzystaé przy
obliczaniu NWD i NWW z operacji dodawania,
odejmowania i mnozenia, co ulatwia tworzenie algorytméw
minimalizujacych czas obliczen na komputerze.

Obliczanie NWD na komputerze, ktére jest oczywiste to

branie kolejnych liczb od jedynki do min (Jmo|, |mj| )

sprawdzenie czy dziela mg i m, bez reszty, a nastepnie

wybranie liczby o bezwzglednej wartosci najwiekszej
spetniajacej ten warunek. Sposob ten nazwiemy algorytmem
"sitowym" obliczania NWD. Algorytm ten jest niezwykle
prosty, ale zachodzi pytanie, czy nie mozna wykonaé¢ mniej
operacji osiggajac ten sam rezultat. Okazuje sie, Zze mozna,
zrobit to kiedy$ Euklides. Algorytm Euklidesa obliczania
NWD jest prosty, a liczba operacji jest o wiele mniejsza w
poréwnaniu z ,,sitowym" algorytmem obliczania NWD.

Liczba krokow w "sitowym" algorytmie obliczania NWD

jest réwna [m,|-1. W algorytmie Euklidesa [14,18] liczba
krokéw jest réwna lub mniejsza od | m, [-1 (od 1 do
| my [-1 ). Liczba krokéw w algorytmie Euklidesa zalezy od
warto$ci liczb m, 1 m,.
Do obliczenia NWW na komputerze istnieje réwniez
algorytm, ktéry podobnie jak przy obliczaniu NWD
nazwiemy "sitowym". Algorytm ten jest niezwykle prosty.
Obliczanie NWW na komputerze polega na tym, ze dla
g > |my [ > 0 bierzemy kolejno liczby Img+k | gdzie
k=1, 2, .., nisprawdzamy czy liczby my i m,; dzielg sie
przez (mgtk) bez reszty. Wybrane liczby o bezwzglednej
warto$ci najmniejszej spelniajacy ten warunek, przy
zatozeniu, ze jest ona réwna lub wieksza od |my | konczy
algorytm. Liczba ta jest NWW (mg , m,).

Podczas  rozwiazywania  probleméw  dotyczacych
ztozono$ci obliczeniowych poétgrup charakterystycznych
automatéw skonczonych [3] znaleziono bardzo prosty
algorytm obliczania NWW liczb naturalnych. Charakteryzuje
si¢ on tym, ze dla jego realizacji podobnie jak w algorytmie
Euklidesa przy obliczaniu NWD wystarczajace sa operacje
dodawania, odejmowania i mnozenia. Liczba operacji w
czasie realizacji tego algorytmu jest o wiele mniejsza w
poréwnaniu z ,sitowym" algorytmem obliczania NWW.
Liczba krokéw w “sitowym" algorytmie obliczania NWW
jestréwnap =|mp |- |m; | —|my| — 1. W algorytmie
obliczania NWW liczb naturalnych przedstawionym w
artykule liczba krokow zalezy od warto$ci liczb naturalnych
mpim, izmienia si¢ od 1 domy —1.

Maksymalna liczba krokéw tego algorytmu przy
obliczaniu NWW jest réwna my —1 1 wystgpuje wtedy, gdy
m; = my -—1. Dotychczas stosowano dwie metody
wyznaczania Najmniejszej Wspolnej Wielokrotnosci (NWW)
1 Najwigkszego Wspolnego Dzielnika (NWD) liczb
naturalnych, ktére przedstawiono w literaturze [14, 18].
Metoda pierwsza polega na wyznaczaniu NWW i NWD za
pomoca rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
[18]. Druga metoda polega na wyznaczaniu NWD stosujac
algorytm Euklidesa i potem korzystajac z zalezno$ci, ze
NWW (mg, my, ..., m,) - NWD (mg, my, ..., m,) = mg, my_..., m,

wyznaczamy NWW = Mo 1 Mn , gdzie my, m, ..., m,
NWD

liczby naturalne [14,18]. Proponowane nowe rozwiazanie jest

bardzo proste i do jego zrealizowania wystarczy wykonaé

proste operacje odejmowania i mnozenia. Metody stosowane

dotychczas [14, 18] sa bardziej skomplikowane obliczeniowo

od przedstawionej nowej metody.
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6. Nowy sposéb wyznaczania Najmniejszej Wspélnej
Wielokrotnosci (NWW) liczb naturalnych.

Przedstawimy nowy sposéb wyznaczania najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci [mg, my, ... , m,] liczb naturalnych

my, my, ... , M.
Niech: my, my, ..., m, € N ; my=m,;; wtedy:
dp=my—-km, ;dy>0; = relacja rOwnowaznosci

k — najmniejsza wielokrotno§¢ m; w my.

Je§lidg =0, to my=m, iwtedy [mg, m;] =my
W przypadku do# 0 wyznaczamy [my, m,] nastgpujaco :

dg=myp - k-m, by=m,; - dg
d1=mo—bo—k-m1 blzml—dl
d?_:m()—bl—k'ml b2=m|—d2

dy-2 =my— by.3 —km, by.o=m; —dys

dw_1 =my— bw_?_ - k-m1 =0

W przypadku, gdy dy < 0; gdzie: 0 < x <w — 1, to w
miejsce b, wpisujemy bezwzgledna warto$¢ liczby dy i
obliczenia kontynuujemy. Przedstawiony sposob umozliwia
obliczenie najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci wedhug
nastgpujacego wzoru: [mg, m;] = mp - w.

Dowdd
Zatbézmy, ze 0 <m; < my sg liczbami naturalnymi. Wtedy
mg = k-m; + dy, gdzie k jest liczba naturalng 1 0 <dy <m,.
Gdyby dyp =0, to [mg, m,;] = m,,.
Zatozmy wigce, ze dg >0
Okre$lmy ciag liczb catkowitych b; i d; w nastgpujacy

sposéb:
by=m; —dg ; d;=dg—bo
m] —dj gdy 0<dj<mi
bi=
—di gdy  d;<0

di+1 = do = bi (1 = 1, 2, 3, )

Gdyby dla pewnego i, d; = 0, to konczymy proces
wyznaczania d;
Zatozmy zatem, ze d; # 0.

I. Pokazemy najpierw, ze

0<b;<my oraz |d;| <m, ()

Oczywiscie 0 <bg < m,, gdyz 0 <dp<m,

-m; <d, =d0—b0<do<m1

mj—d] gdy  di>0
b =
—di gdy  d1<0

zatem 0 <b; <m,
Zatbzmy teraz, ze (1) jest prawdziwa dla pewnego 1.
Wtedy -m; <dg—m,; <djy; = dg—b;<dy<m,

mi—dis1 gdy mp>diy1>0

bi+1=

—di+1 gdy  -mj<di+1<0
Stad wida¢, ze 0 <b;;; <m,.
Zatem potwierdziliémy, ze z prawdziwoéci (1) dla 1 wy-
nika prawdziwos$¢ (1) dla (i+1).

II. Pokazemy teraz, ze
d; = (i+1)-dg (mod m,); = relacja rownowaznosci )
mg = do (mod m,) ; by =m,; — do = — do (mod m,),
wynika z faktu, ze m; =0(mod mj)
1~ +
—dp=-dg (mod my)

0 mj—do=—dg (mod mp)

dy=dg—-by=dy+dy (I’l’lOd ml) =2 dy (mod my)
Zatem (2) jest prawdziwadlai=0,1=1

Zatoézmy, ze (2) zachodzi dla pewnego i

m]—d; gdy d;>0
Wtedy b;=
=gz gdy  d;j<0

Zatem b; = — d; (mod m;) = — (i + 1 )-dg (mod m,) (z
zatozenia indukcyjnego).
Stad di;; =do—b;=dg + (i + 1)-dg (mod m;) = (i + 2)-dg

(mod my).
To dowodzi (2) dla (i + 1).

III. Z réowno$ci w-mg=w-k-m; + w-dyg wynika, ze

w-mg = [my, m;] wtedy i tylko wtedy ,,w” jest najmniejsza
liczba naturalng taka, ze w-dy = 0 (mod m,).

Niech w bedzie najmniejsza liczba naturalna taka, ze

w-dg = 0 (mod m,).

Wtedy z (2) ; dy-) = w- dg (mod m,;) =0 (mod m,).
Poniewaz z (1) wynika, ze |dy.|| < m;, wigc musi by¢ d,,.; = 0.
Odwrotnie, jesli ,,w” jest najmniejsza liczba naturalng taka,
ze d,..; = 0, to z powyzsze]j konstrukcji najmniejszej wspolnej
wielokrotno$ci wynika, ze w-dy = 0 (mod m;)

i Ww-mg = [mo,ml].

W przypadku wigkszej iloéci liczb obliczenia wykonujemy
sekwencyjnie

[mo, m;] = a,
a; = [a;, my]
a3 = [a, my]

ay = (a1, My]

Zatem a, = [mg, my, ..., M,]

C.B.D.O.
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7. Programy komputerowe nowego sposobu wyznaczania
NWW

7.1. Program w jezyku Qbasic

10 CLS : INPUT "N”; N

20 DIM M(N)

30 FORX=1TON

40 PRINT "M (7; X;”)”; : INPUT M (X-1)
50 NEXT X

60 Z=2
70 IFM (0)>=M (1) THEN IF M (1)>0 THEN
GOTO 110

80 IFM((1)>M (@) THEN A=M(@©0):M(@0)=M
(1): M (1) =A: GOTO 70

90 PRINT "THE numbers MO and M1 are not the
natural numbers”
100 STOP

110  K=INT (M (0)/M (1))

120 DO=M(0)-K* M(l)

130 I=0

140 IF DO=0 THEN GOTO 200

150 BO=M(1)-DO

160 I=I+1

170 D=D0-B0

180 IFD<0 THEN Bl=-D:B0=BIl: GOTO 160

190 IFD>0 THEN Bl =M (l)-D: BO = Bl:
GOTO 160

200 W=(I+1) * M)

210 IFZ=N THEN PRINT W: END

20 M0=W:Z=Z+1

230 M (1)=M(Z): GOTO 70

7.2. Program w jezyku Pascal

Uses CRT;
var
N, X,Z, K, D0, 1, B0, D, W, A : integer;
M : array [0..20] of integer;
begin
clrscr;
write('N ? '); readln(N);
if N<2 then begin
writeln('The number ',N,' is too small');
exit;
end;
for X:=1 to N do begin
write(M (,X,) ? ); readinM[X-1]);
if M[X-1]<1 then begin
writeln('The number
number');
exit;
end;
end;
Z:=2;
while Z<=N do begin
if M[1]>M[0] then begin A:=M[0];
M[1]:=A; end;

"(X-1),) is not the natural

M[0]:=M[1];

K:=M[0] div M[1];
D0:=M[0]-K*M[1];
1:=0;
if DO<>0 then begin
B0:=M[1]-DO0;
repeat
I:=I1+1;
D:=D0-B0;
if D<0 then B0:=-D
else if D>0 then B0:=M[1]-D;
until D=0;
end;
W:=(I+1)*M[0];
M[0]:=W;
if Z<N then M[1]:=M[Z];
7:=7+1;
end;
Writeln(W);
end.

8. WNIOSKI

W rozdziale 2 przedstawiono jak $§wiat matematyki
sktadajacy sig z jadra i wielu warstw zewngtrznych przenika
do problemu $wiata zewngtrznego i na odwrét. Podczas
badan nad zlozonoscia poétgrup charakterystycznych
automatéw A i B asynchronicznych zdeterminowanych
skonczonych uzyskano wyniki z ktérych wynika, ze
ztozono$¢ ta zalezy migdzy innymi od wartosci NWW liczb
stanéw tych automatow. Wyniki te nie bylyby mozliwe bez
znalezienia nowej metody wyznaczania NWW liczb
naturalnych. Wynika stad, ze badania w warstwach
zewnetrznych matematyki pozwolity na uzyskanie wynikow,
ktére powinny powsta¢ w jadrze matematyki (teoria liczb).
Co wiecej wynik ten nie bytby mozliwy do uzyskania gdyby
takich Iub podobnych badan nie przeprowadzono. Wynika
stad, ze badania zjawisk natury technicznej umozliwito
uzyskanie wyniku w naukach podstawowych - w
matematyce teoretycznej.

Nowy sposéb wyznaczania NWW liczb naturalnych
umozliwia:

1. przeprowadzenie dowodu dla  automatéw

skonczonych asynchronicznych zdeterminowanych
dla alfabetu dwuwejsciowego z ktérego wynika, ze

suma prosta 1 iloczyn  prosty  potgrup
charakterystycznych — automatéw, ktére mozna
uwaza¢ za realizacje odpowiednio sekwencyjnych i
rownolegtych obliczen sa izomorficzne czyli
rownowazne [3].

2 algorytm ten, ktéry moze by¢ stosowany do
wszelkiego rodzaju obliczen 1w  roznych

programach komputerowych jest znacznie prostszy
od obecnie stosowanych algorytméw NWW liczb
naturalnych, co znacznie zmniejsza zloZonos¢
czasowg i pamigciowg komputerow.
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