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Drgania wymuszone wirujacego kola
kolejowego z niewywazeniami

Praca poswiecona jest analizie drgan wymuszonych wirujgcego kota kolejowego z niewywazeniami o
cigglym rozkladzie masy. Wymuszenie przyjmuje si¢ w postaci wirujgcych skupionych sit radialnej i stycznej -
przylozonych w punkcie odpowiadajacemu punktowi styku kota z szynq. Odpowiedzi uktadu, ktérego model
matematyczny model stanowi szes¢ réwnarn rézniczkowych czastkowych poszukuje si¢ metodq Fouriera.

1. WSTEP

Wyniki teoretycznych 1 do$wiadczalnych badan
oddziatywania kota i szyny wykazuja [1], [2], Ze obciazenia
dynamiczne szyn i kot juz przy wzroscie predkosei jazdy z
100 km/h do 120 km/h wzrastajq kilkakrotnie. Otrzymywane
niekiedy niewlasciwe wyniki badan teoretycznych zwiazane
sa z modelowaniem kot, zestawow kotowych i szyn jako bryt
sztywnych, co w analizie dynamicznej w $rednim i wysokim
zakresie predkosci (od 160 km/h) i czestosci (od 50 Hz) jest
zbyt dalekim uproszczeniem. W celu istotnego poprawienia
doktadno$ci modelowania, efektywnosci 1 stabilnosci
numerycznej proponuje si¢ wykorzysta¢ analityczny model
kota.

Wirujace koto kolejowe jest modelowane uktadem
przestrzennym skiadajacym sig z wiefica jako zakrzywionej
belki oraz tarczy modelowanej inercyjnym podtozem
sprezystym. Proponowany model uwzglednia niewywazorne
masy wienca i tarczy kola. Niewywazenia o ciaglym
rozkladzie masy sa skutkiem dopuszczalnych tolerancji
wymiarowych w procesie wytwarzania kot i moga by¢
przesunigte w fazie. Powoduje to sprzezenie drgan pomigdzy
formami wilasnymi, co moze by¢ przyczyna niestatecznego
ruchu obrotowego (drgania samowzbudne) i bezposrednio
wptywaé na zjawisko poligonizacji i korrugacji kot
kolejowych. Z drugiej strony, przy statej predkosci obrotowej
kota, przesuniecie fazowe niewywazen wienca i tarczy jest
srodtem  wymuszen dynamicznych o  okreslonych
czestotliwo$ciach. Réwnoczesnie kolo wykazujace cechy
poligonizacji lub wspélpracujace z skorrugowana szyna
doznaje wymuszen kinematycznych objawiajacych sig
drganiami jego $rodka cigzkosci. W efekcie tego, w ruchu
tocznym kota jest prawdopodobny wzrost wartosci amplitud
drgan czego bezposrednim skutkiem jest zwigkszona emisja
halasu do otoczenia. W skrajnym przypadku moze zostaé
naruszone kryterium bezpieczenstwa jazdy.

2. FIZYCZNY MODEL KOLA,
WSPOELRZEDNYCH, NIEWYWAZENIA

UKLADY

Proponuje si¢ model, w ktorym wieniec kota
kolejowego jest modelowany jako sprezysta zakrzywiona
belka Timoshenki potaczona z osia ciaglym inercyjnym
podlozem sprezystym typu Winklera o charakterystyce
liniowej. Podloze sprezyste tworzy tarczg kota. Do rozwazan
przyjeto koto wirujace wokot osi y;, ktorego srodek O; moze
dodatkowo przemieszczaé sig¢ wzgledem osi XY,z
odpowiednio o warto$¢ X, 2. Srodek kota O; pokrywa sig

ze $rodkiem krzywizny osi obrgczy. Na rys.l pokazano

uktady wspotrzednych wykorzystywanych do

matematycznego opisu modelu:

- biegunowe ukfady wspotrzednych r,¢ i r,¢; o biegunie w
$rodku” kota O;, uklad r,@ jest sztywno zwiazany z
wirujacym kolem

- prostokatny prawoskretny uklad &, ktérego poczatek O
lezy na geometrycznej osi wienca, a jego poczatek
okre§lony jest zmienna przestrzennag @ lub @y
wykorzystywany ~ do  opisu  przemieszczefi,  sit
wewnetrznych i ksztattu przekroju poprzecznego wienca,

- prostokatny prawoskrgtny uktad x;,y;z; o poczatku O,
powstaly w wyniku translacji uktadu x,y,z. Plaszczyzna
x1,2; jest plaszczyzng geometrycznej osi wiefica,

z, z

Rys. 1. Uklady wspotrzednych

Przez geometryczng o wienca (o promieniu krzywizny
R) rozumie sie miejsce geometryczne Srodkéw cigzkoSci
przekrojéw poprzecznych nieodksztatconego wienca kota.
Przy modelowaniu niewywazen kola przyjgto
nastepujace podstawowe zatozenia:
- niewywazenia sg skutkiem ciaglego nieréwnomiernego
rozktadu masy,
- niewywazenia moga wystgpowac na wieficu i tarczy kota,
- niewywazenia wiefica i tarczy moga by¢ rézne i przesunigte
w fazie,
- pomija sie niewywazenia piasty kola i podpiaécia osi (mate
przyspieszenia wzgledne), a
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- rozklad niewywazen na obwodzie kota ma charakter
harmoniczny,

- geometryczna o$ nieodksztalconego wienca kota jest
krzywa ptaska.

W rzeczywistoSci niewywazenia kota sg skutkiem
dopuszczalnych tolerancji wymiarowych, ktére powstaja w
procesie wytwarzania np. tolerancja szerokosci wienca,
grubodci tarczy kota. Moga by¢ one w latwy sposob
przeliczone na lokalng zmiane gestosci materiatu.

Przyjecie dwodch ostatnich zalozen prowadzi do
wniosku, ze niewywazenia modeluje si¢ W sposéb
przyblizony jako harmonicza zmiang na obwodzie kota
gestosci materiatu wienica lub tarczy, co mozna zapisaé w
nastgpujacy sposob:

0, =p+Apcoskp

0, =p, +Ap, cos(lp + ) (1)
Gdzie odpowiednio:
01, P2 - gesto$¢ materiatu wienca i tarczy kota,
P, p, - $rednia gesto$¢ materiatu wienca i tarczy kota,
Ap, Ap, - amplituda zmian gestosci materiatu wienca i tarczy
kota,
K, | - liczby naturalne dodatnie charakteryzujace

harmoniczny rozktad niewywazen na obwodzie kota,

« - kat przesunigcia fazowego niewywazenia wienca i tarczy
kota (rys. 2).

Rys. 2. Koto z niewywazeniami wienca i tarczy
(k=1=2, a=45°)

Konsekwencja przyjetego rozkladu niewywazen jest to,
ze rowniez takie parametry jak sztywno$¢ (obwodowa,
radialna i binormalna) tarczy kola, masowe momenty
bezwladnosci, zredukowane wspdtczynniki tlumienia itp.
Beda funkcja niezaleznej zmiennej przestrzennej @ (rys. 1).

3. ROWNANIA DRGAN WYMUSZONYCH
WIRUJACEGO KOLA Z NIEWYWAZENIAMI

Drgania wymuszone geometrycznej osi  wienca
wirujacego kota z niwywazeniami zostaly wyprowadzone z
zasady d’Alemberta. Model matematyczny kola stanowi
uktad szesciu czastkowych rownan rézniczkowych, z ktoérych
trzy opisuja drgania odpowiednio wzgledem osi £n,¢ a
pozostale trzy obroty przekroju poprzecznego wienca
wzgledem tych osi (rys. 1). Réwnania te sa sprzgzone sitami

sprezystosci i sitami bezwladno$ci. Sily sprezystosci i
bezwiadnosci powodujace sprzgzenie drgan wynikaja z
asymetrycznego przekroju poprzecznego wienca,
niewywazen oraz przys$pieszenia Coriolisa.

Z uwagi na objeto$¢ niniejszej pracy i skomplikowang
budowe réwnan ponizej przyktadowo podano tylko dwa
réwnaniu uktadu. Pierwsze z nich opisuje drgania podiuzne
(wzgledem osi &) wiefica kola kolejowego z niewywazeniami
wirujacego z predkoscia @, i przy$pieszeniem katowym @,
a drugie obrét przekroju poprzecznego tegoz wienca
wzgledem osi ¢ (osi prostopadiej do ptaszezyzny kota):
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gdzie:

u, v, w - przemieszczenie §rodka cigzkosci O poprzecznego
przekroju wienica odpowiednio wzdtuz osi & n, {
(rys. 1.),

9, ¥, U - kat obrotu przekroju wienca odpowiednio
wzgledem & 1, §

E, G - moduly sprezysto$ci materiatu wienca,

A — pole przekroju poprzecznego wienca,

Js, Jy, Jr - biegunowy i osiowe momenty bezwtadnosci
przekroju wienca,

Jn¢ - moment dewiacji przekroju,

k., k, , k, - sztywno$¢ tarczy: obwodowa, radialna i

binormalna,
m; S; - zredukowane masy i momenty masowe wiefca i
tarczy kota,

k; t; - zredukowane sztywno$ci wienca i tarczy,

b, c¢; —wspblczynniki tlumienia wewngtrznego wienca i

tarczy,

h, r, 1}, I, - wielko$ci charakteryzujace wymiary kota.
Wielko$ci wystgpujace w (2) i oznaczone symbolem A

oznaczaja amplitud¢ zmian danego parametru wywotang

niewywazeniem tarczy lub wienica kota. Prawe strony réwnan

(2) reprezentuja wymuszenia dynamiczne i kinematyczne

jakie moga dziata¢ na wirujace koto.

4. WYMUSZENIA DZIALAJACE NA WIRUJACE
KOLO

Na wirujace koto moga dziatlaé wymuszenia
dynamiczne i kinematyczne. Jako wymuszenie dynamiczne
przyjmuje sig skupione sity stykowe N, T, i T, dziafajace na
okregu tocznym kota. Dokonujac  redukcji  oraz
wykorzystujac wiasciwosci funkcji 8-Diraca sity te mozna
przedstawic¢ jako szczegdlny przypadek liniowego obciazenia
ciagtego dzialajacego na geometryczna o wienca, a
mianowicie:

T N &
as =—R§~5(¢, -7), g, =EE(¢’ -7), g =7;5(¢1—ﬂ) 3)

_agN+ T,

m -
¢ R

T
5((01 _”)’ n =aSTx5((p1 '”)’

T,
my = ‘#6((171 ~7)

Wymuszenie kinematyczne dzialajace na koto jest
skutkiem toczenia si¢ spoligonizowanego kotfa po szynie co
objawia si¢ drganiami jego §rodka cigzkosci. Jezeli przyjmie
si¢ zaloZenie, ze predkos$¢ katowa kola ¢, = const to drgania
pionowe $rodka ciezkoSci kota okreslone sg zaleznoscig
(rys. 1):

Z, = 4R, cos(k1¢ot + a,) 4)

gdzie:
AR; — amplituda zmian promienia okregu tocznego,
k; — licza naturalna okreslajaca liczbg fal zuzycia na okregu
tocznym,
oy — kat przesunigcia fazowego w stosunku do niewywazenia
tarczy.

Z zatozenie @, = const , wynika oczywisty wniosek, ze
w ruchu tocznym, $rodek cigzko$ci kota spoligonizowanego

doznaje rowniez wymuszen kinematycznych wzgledem osi x
(toczenie po zmiennym promieniu). Stad tez przy$pieszenia
$rodka cigzkosci kota w kierunku poziomym (wzdtuznym) x i
pionowym z wynosza:

%, = AR k,? sinlk,p,t +c, ),
z, =~AR,(k,, ) coslk,¢,t +0,) (5)

Wyrazenia (3) i (5) reprezentuja dynamiczne i
kinematyczne wymuszenie wirujacego kota i stuzag do
okreslenia prawej strony uktadu réwnan (2). Rozwiazania
réwnan (2) poszukuje si¢ metoda Fouriera w postaci funkcji o
rozdzielonych zmiennych.

5. WYNIKI OBLICZEN

Przyktadowe wyniki obliczen numerycznych drgan
wymuszonych wykonano dla kota o $rednicy nominalnej
0.95m i grubodci wienca 0.05m. Obliczenia wykonano dla
przedzialu predkodci katowej @, = const, ktérej w ruchu

tocznym odpowiada predko$¢ liniowa V = 0 + 400 km/h. Do

obliczen numerycznych przyjeto nastepujace parametry

charakteryzujace niewywazenia, poligonizacje kota oraz

wymuszenia dynamiczne i kinematyczne dziatajace na koto:

Ap = 79 kg/m’ - amplituda zmian gestosci materiatu wienca,

Al, = I mm - - amplituda zmian grubosci tarczy kota, co w
prosty sposob moze to by¢ przeliczone na zmiane
gestosei materialu tarczy Ap,,

K =1 =1 - liczby charakteryzujace harmoniczny rozktad
niewywazen na obwodzie wienca i tarczy kota,

o = 0° - kat przesuniecia fazowego niewywazen wienca i
tarczy kota,

N = 50000 n - obciazenie pionowe (radialne) w punkcie
styku,

T, = -7500 n - sifa styczna podtuzna w punkcie styku,

T, =0 - sila styczna poprzeczna w punkcie styku,

AR = I mm - amplituda zmian promienia tocznego kota,

k; = 6 — liczba fal zuzycia na obwodzie kota,

a; = 0° - kat przesunigcia fazowego zuzycia powierzchni.
tocznej kota wzgledem niewywazenia tarczy.

Na rys. 3 + 5 przedstawiono zwroty sit wymuszajacych
oraz przemieszczenia styczne, radialne i binormalne
geometrycznej osi  wienca jako funkcji zmiennej
przestrzennej ¢, i predkosci katowej kota, ktoérej w ruchu
tocznym odpowiada predko$¢ 100 km/h. Odksztatcenia kota
zobrazowane na rys. 3 + 5 odpowiadaja chwili ¢ dla ktérej
koto przebyto droge katowa ¢, = 120° (rys. 1).
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Rys. 6. Plaszczyzna przemieszczefi obwodowych

(stycznych) punktu styku u(V,(i)at)
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Rys. 7. Ptaszczyzna obrotu przekroju poprzecznego
wienca kota wzgledem osi stycznej ¢ au(V,([)at)
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Rys. 8. Plaszczyzna przemieszczen radialnych
punktu styku V(V,([)Dt)
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Rys. 9. Plaszczyzna obrotu przekroju poprzecznego
wienca kola wzgledem osi 7 (radialnej) av(V, q[)at)
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Rys. 10. Ptaszczyzna przemieszezen binormalnych
(z ptaszczyzny kota) punktu styku w(V, (pot)
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Rys. 11. Plaszczyzna obrotu przekroju
poprzecznego wiefica wzgledem osi
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Rys. 12. Przemieszczenie binormalne (z plaszczyzny kota) w(V)
punktu styku dla kata obrotu kota ¢, = 0°
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Rys. 13 Obrét przekroju poprzecznego au(V) wzgledem
osi & (stycznej do geometrycznej osi wienca) dla kata
obrotu kota ¢, = 0°

Rys. 6 + 11 przedstawiaja ptaszczyzny przemieszczen
punktu lezacego na  geometrycznej osi  wiefica
odpowiadajacego punktowi przylozenia sit wymuszajacych
(punktowi styku kota z szyng) w funkcji predkosci w ruchu
tocznym V i kata obrotu kota ¢, =¢,t (rys. 1). Natomiast

rys. 12 i 13 stanowia przekr6j plaszczyzn przedstawionych
odpowiednio na rys. 10 i 7 dla kata obrotu kota ¢, = 0”.

6. UWAGI KONCOWE

Przedstawiony w pracy fizyczny i matematyczny
ciagly model wirujacego kota kolejowego z niewywazeniami
uwzglednia wplyw sit poprzecznych dziatajacych w wieficu
kota oraz zjawisko tlumienia wewnetrznego w materiale
wienica i tarczy kota. Model kota umozliwia analize drgan
wymuszonych zaréwno przy wymuszeniach dynamicznych
(np. wirujace stale lub zmienne sity stykowe) jak i przy
wymuszeniach kinematycznych (np. drgania Srodka cigzkosci
kota wywotane ruchem tocznym spoligonizowanego kota lub

kota poruszajacego po skorrugowanej szynie). Rozwiazaniu
zagadnienia brzegowego jednorodnego uktadu réwnah (2)
poswiecone byly prace [3] i [4]. Wykazano w nich, ze
wirowanie kota wywoluje w nim zjawisko bifurkacji
czestotliwosci.

Rozwiazania problemu drgain wymuszonych kota z
niewywazeniami poszukiwano metoda Fouriera. (w pracy
pominigto thimienie wewnetrzne w materiale kofa).
Otrzymane wyniki obliczefi numerycznych, przedstawione w
niniejszej pracy, ruchu ruchu wskazuja na istnienie zakresow
predkosci katowej kota, w ktérych wystgpuje gwaltowny
wzrost niektérych odksztatcen kota. Wzrost ten o charakterze
rezonansowym wywotany jest niewywazeniami kota oraz
kinematycznym wymuszeniem drgan jako skutek tocznego
ruchu spoligonizowanego kota.

Praca zrealizowana w ramach grantu KBN nr PB
0070/T12/99/17
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