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Modele optymalizacyjne liczby lokomotyw w systemie
Przeznaczonym do realizacji losowej liczby zadan

W pracy przedstawiono modele optymalizacyjne systemu lokomotyw przeznaczonego do realizacji losowej liczby

zadan.

Podano optymalizacyjny model matematyczny tego typu systeméw. Na podstawie modelu

matematycznego zbudowano optymalizacyjne modele symulacyjne. Sformutowano przykladowe problemy
optymalizacyjne. Przeprowadzono obliczenia i pokazano ich wybrane wyniki.

1. Wprowadzenie

Rozpatrywany jest problem operatora transportu, ktéry

$wiadczy ustugi na rynku ustug publicznych. Do realizacji
ustug operator dysponuje m.in. systemem lokomotyw
zorganizowanym w  strukturze kolei. Rynek ushug
transportowych $wiadczonych przez operatoréw transportu
kolejowego moze by¢ okre$lany za pomoca liczby zadan
transportowych. Niech zadanie transportowe jest to ustuga
realizowana przez operatora (system) za pomocg jednej
lokomotywy w ciagu pewnego okresu czasu. Przyjmuje sie,
ze zapotrzebowanie na tak okreslone zadania transportowe
jest losowe. W takiej sytuacji, u operatoréw transportu
kolejowego, zaistnie¢ moze potrzeba optymalizacji liczby
wlasnych lokomotyw gotowych do realizacji zadan
transportowych. W procesie optymalizacji licznosci parku
wilasnych lokomotyw, mozna wykorzysta¢ kryterium
minimum $rednich kosztow funkcjonowania systemu
lokomotyw w dlugim okresie czasu. Jeden ze sposobdw
rozwiazania tego problemu rozpatrywano juz w pracy [2].
Przedstawiono w niej model matematyczny i zbudowany na
jego podstawie symulator cyfrowy kosztéw funkcjonowania
systemu lokomotyw przeznaczonego do realizacji losowej
liczby zadafi transportowych. Symulator wykorzystano do
przeprowadzenia szeregu eksperymentéw symulacyjnych
podczas ktdérych, w poszukiwaniu optymalnej liczby
lokomotyw w systemie, przeszukiwano systematycznie
obszar rozwigzania dopuszczalnego.
Celem niniejszej pracy jest budowa optymalizacyjnych
modeli liczby lokomotyw bedacych wiasno$cia operatora
transportu kolejowego podejmujacego sig realizacji, opisane;j
wybranymi rozktadami prawdopodobienstwa, losowej liczby
zadan transportowych.

2. Optymalizacyjny model  matematyczny liczby
lokomotyw w systemie przeznaczonym do realizacji
losowej liczby zadan

t;, by, .... W stalych przedzialach czasu Ti=<t;, tiy))
pomigdzy kolejnymi chwilami # (i=1,2,...) stan systemu
nie zmienia sig¢. Diugos¢ wszystkich okreséw 7T; pracy
systemu jest taka sama At=t,;-t;. W systemie moze
znajdowac sig losowa liczba lokomotyw L;,x(T;) gotowych do
realizacji okre$lonych zadan.

Stosowane oznaczenia i koncepcjg modelu problemu
decyzyjnego realizacji zadan transportowych przez system
lokomotyw operatora transportu kolejowego, pokazano na
rys. 1.

2.W tym modelu przyjmujemy, ze w okresach
T;(i=12,..), system dysponuje stalg liczba L, wiasnych
lokomotyw gotowych do realizacji zadan transportowych,
tzn. ze:

L.(T)=L,, dlai=12,..

3. W chwili #; okre$lane jest zadanie systemu lokomotyw,
wyrazajace sig liczba pojazdéw L,,,,(T;), ktore sg potrzebne
do realizacji tego zadania. Rozklad zmiennej losowej
Lpopy(T;) okreslajacej liczbg lokomotyw [ potrzebnych do
realizacji zadania systemu w okresie 7;, przedstawiaja
zaleznosci postaci:

FPOpyr(l) = P{Lpopyt (T,)< l},

F (1) )

popyt
P D) ==, 1€ {0,2)

System lokomotyw realizuje wszystkie zgloszenia zadan
transportowych, nawet wtedy gdy do wykonania ich czesci
istnieje koniecznoé¢ wynajecia L,,,(T;) lokomotyw z innego
systemu.

4. Koszty dzialalnosci systemu lokomotyw wynikajg z
nastgpujacych kosztéw jednostkowych (przypadajacych na
ustalony przedziat czasu T;):

Ly ; 1) ky - jednostkowy éredni koszt wykonania
2.1. Zalozenia i koncepcja modelu zadania transportowego wlasna lokomotywa;
; i)  kyy - jednostkowy  $redni koszt realizacji
1. System lokomotyw operatora transportu kolejowego  ,a4ania transportowego wynajeta lokomotywa;
pracuje w czasie ciaglym, ale wszystkie mozliwe zmiany
stanu systemu dokonywane sa w okre§lonych chwilach czasu
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i) Kk - jednostkowy $redni koszt utrzymania
wiasnej lokomotywy bez wzgledu na to czy sa dla niej zada-
nia transportowe czy tez nie.

2.2. Model matematyczny

a) jezeli Loy = Lpopy(T;), tzn. liczba wiasnych lokomotyw
gotowych do realizacji zadan transportowych jest co
najmniej réwna zapotrzebowaniu na nie, to

Ki(Llok)z( wi +km).Lpopyt(T:')+kut '

W warunkach statej liczby L, wiasnych lokomotyw i -(Llak - Lpopyt (T’ ))
losowego zapotrzebowania na nie, w okresie czasu T
generowane sg okreslone catkowite koszty Ki(Lx)
funkcjonowania systemu. Koszty te przedstawiaja
nastgpujace modele matematyczne:
T T, T; T
oo oo
h I I3 2 Liv Im IM+1
Lpouvt(Tl Lr)(mvt(TZ Lpapyt(Ti Lnonvt(T
Lio(T1) Lioi(T7) Lo (T7) Lioi(Thr)

[

~

Rys. 1. Schemat ideowy modelu problemu decyzyjnego realizacji zadan transportowych przez system lokomotyw operatora transportu

l < Zadania do realizacii > l < Lokomotywy do realizacji zadan

kolejowego (wyjasnienie oznaczen w tekscie).

(3)
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b) jezeli Lk < Lyopy(T:), tzn. liczba lokomotyw wiasnych
gotowych do realizacji zadan transportowych jest mniej-
sza od zapotrzebowania na nie, to

K ( Tok ) (kwl * kur ) Llok + kuw Y (Lpopyt( f) lok ) (4)

Zaktadamy, ze zapotrzebowanie (popyt) na lokomotywy jest
zmienna losowa typu ciaglego oraz L,,, jest maksymalna
liczba lokomotyw, na ktora moze by¢ popyt. Wtedy Sredni
catkowity koszt Kg(L;) funkcjonowania systemu w okresie
czasu At (warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej oznaczajacej
catkowity koszt Ki(Ly,x)) wyraza sig¢ wzorem:

Lm:lx
K, (Llok ) K (Llok )] _[K i (Llok ) i popyt (Z ) dl =
0
Lyt
I [(kwl e kut ) l F kur ’ (Llok a l )] fpopyf (l)dl +
0
L

Jl[(k wl + kut ) Llok + kwy ) (l i Llok )] f popyt (l ) dl

Ly

Sredni catkowity koszt funkcjonowania systemu Kg (L),
przy zapotrzebowaniu na lokomotywy zdefiniowanym za
pomoca funkcji gestosci f,py(l), osiaga warto$¢ minimalna
przy okre$lonej warto$ci Ly . Poszukiwanie minimum
funkcji Kg(L,x) wymaga wyznaczenia jej pochodnej
czastkowej pierwszego rzedu wzgledem L, . Mianowicie:

Lig
di (B ) < d
X0 K(l,L )Ml
dLlok dLlok '(|). 1 ( “ )d ’
P Linax &)
K,\,L )l
& dLlok L.I[k 2( lok )d

Do wyznaczenia pochodnych we wzorze (9) wykorzystamy
regule Leibniza o rézniczkowaniu pod znakiem catki w
przypadku, gdy granice catkowania zaleza od parametru.

Twierdzenie ([1]). Jezeli funkcja g(x,y) jest okreslona i ciqgta
w prostokqcie {a,b;c,d ), ma w nim ciqglq pochodnq g’\(x.y),
a krgywe x=a(y), x=Py) (c<y<d) sq ciqgle i nie
wychodzq poza ten prostokqt i majq pochodne o’(y) oraz
B’(), to catka

B(y)
J.g(x, y)dx

a(y)

I(y)= (10)

)
ma ciqglq pochodnq wzgledem parametru wyrazajqcq sie

wzorem.

)

B
I'(y)= jg'y(x,y)dﬂ B'»Meg(B(y),y)-

a(y)

—a'(y)g(ax(y),y).

(11)

Lok Korzystajac z twierdzenia i zalezno$ci (11) otrzymujemy:
dK, (L) __d
Sr 0. — k
dLlok o .([[(kwl + ut) Z+kut ( )] pop\t(l)dl L Fi
dL, .[K l lﬂok)dl = _[kut -fpopyt(l)dl-l_
p L ok | 0 0 (12)
e k., +k k, (- . 1)dl
+dl10k L;[k[( wl & ut) Llok+ wy ( l?ok)] fpopyt( )d (6) (k +kut) lﬂok 'fpgpyt(lﬂgk)
Dla prostoty obliczefi wykonamy nastgpujace podstawienia: d Linax
KZ (Z’L Iok)dl
(l l’lok) [(k + kul ) l + kut . (l’lok —l)] fpopyt(l) (7) dLl kL
o lok
i I
K l’ 0 =[kw +klli 0. +kut' l_ (] ].fo tl (8) y
2( l‘lk) ( ! )l7k ( l‘lk) ppy() J‘(k +k k ) popyt(l)dl_
Wtedy pochodna (6) przyjmie postac: o (13)
_(k +kut) lok popyt (I‘lok)
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Zatem

ok
dl+
dlfok f o

Tkt a
+ Wty =k, ) FroplDldl
Liok
dK ( 11 Lok
5 ok) —f . j FromlD)ll+
ok
L (15)
ety =Koy ) [ Lol
I‘fok
Poniewaz, zgodnie z zaleznoscia (2)
Ly
popyl Iok J.f popyt l)dl
stad
dK
—Z(I—Ok)- k F popyt (Llok )+
lok
+ (kwl T k k ) [1 F popyt (Llok )]=
popyt( lok) ( )+ (kwl + kut - kwy ) (16)
—— dK, (L) ,
Przyréwnujac pochodng —— ———— do zera otrzymujemy:
lok
dK sr (L [ )
ﬁ 0 = Fpopyt (Llok ) (kwy - kwl )+ (17)
+ (&, +ky —k,,)=0,
a stad
k, —(k, +k,)
F L = wy wl ut
pnpyt( lok) kwy _ kwl (18)

Dia tak wyznaczonej wartosci funkcja Kg(Liok) osiaga
minimum. Wyznaczajac Ly, ze wzoru (18) mozemy zapisaé
formule pozwalajaca na obliczanie optymalnej liczby
lokomotyw w systemie. Mianowicie:

=1 kwy - (kwl + kut)

popyt k —k

wy wil

Llak = (19)

3. Optymalizacyjne modele symulacyjne liczby loko-
motyw w systemie przeznaczonym do realizacji losowej
liczby zadan

Proces wyznaczania liczby lokomotyw (wg formuly 19)
jaka winien dysponowaé, ze wzgledu na koszty funkcjo-
nowania, optymalny system przeznaczony do realizacji
losowej liczby zadan, oprogramowano w postaci pakietu
arkuszy kalkulacyjnych MOLL.Xls (Modele Optymalizacji
Liczby Lokomotyw) w formacie programu Microsoft Excel.
Kolejne arkusze pakietu sa odwzorowaniem algorytmu
optymalizacji liczby lokomotyw w systemie gdy zapotrzebo-
wanie na lokomotywy okreslane jest za pomoca rozkladow:
normalnego, wyktadniczego przesunigtego, réwnoprawdopo-
dobnego i empirycznego (rys. 2).

W arkuszach kalkulacyjnych pakietu MOLL.XIs
przewidziano trzy wyraznie widoczne czgSci. Sa to:
formularz do wprowadzania danych wejSciowych modelu,
czeé¢ przedstawiajaca wyniki obliczen i baza danych modelu.

W formularzu do wprowadzania danych wejsciowych
istnieje mozliwo$¢ zadeklarowania:

— parametréw rozkladu zapotrzebowania na pojazdy
(liczba parametrow zalezy od modelu),

— jednostkowych kosztdw realizacji zadania wiasnym
pojazdem Ky,

— jednostkowych kosztéw realizacji zadania wynajetym
pojazdem ki,

— jednostkowych kosztow utrzymania wiasnych pojazdow
K-

Po wprowadzeniu do odpowiednich komérek arkuszy danych
wejéciowych modelu, zostaje wyznaczona optymalna liczba
lokomotyw jaka winien dysponowaé system, ktory ma
zrealizowaé losowa liczbe zadan okres$lona rozkladem
prawdopodobiefistwa o  zadeklarowanych  wczesnie]
parametrach. W czeéci arkusza przedstawiajacej wyniki
obliczen podawane sa:

—  warto$é dystrybuanty rozktadu przy zatozeniu, ze system
dysponuje optymalna liczba lokomotyw odpowiadajaca:
typowi badanego modelu zapotrzebowania na lokomo-
tywy, zadeklarowanym parametrom rozkladu zapotrze-
bowania, jednostkowym kosztom funkcjo-nowania loko-
motyw w badanym systemie,

- optymalna liczba lokomotyw w systemie (warto$¢
dokladna uzyskana na podstawie odwrdcenia wartosSci
dystrybuanty rozkiadu obliczonej przy zalozeniu, ze W
systemie bedzie optymalna liczba lokomotyw, warto$¢
zaokraglona obliczona na podstaw1e zaoquglema do
wartoéci calkowitej wyznaczonej wcze$niej wartosci
doktadne;j). :

Wyniki ~ przeprowadzonej — symulacji ~moga  by¢
zapamietane w postaci rekordu w bazie danych modelu. W
tym celu przygotowana jest odpowiednia procedura, ktéra
uruchamiana jest za pomoca przycisku »Zapis do bazy«.
Dodatkowo, w bazie danych modelu, moga by¢ wykonywane
nastepujace operacje (rys. 2):

— sortowanie bazy danych w kazdym z pél rekordu
(przyciski »Sortuj malejaco« i »Sortuj rosnqco<),

— usuwanie wybranych rekordéw (przycisk »Usurn wiersz
z bazy«),
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— catkowite czyszczenie bazy modelu (przycisk
»Wyczysc baze«),

— przepisanie danych z wybranego rekordu bazy danych do
formularza danych wejsciowych modelu (przycisk
»Przepisz dane«, ta opcja nie obowiazuje w MODELU
EMPIRYCZNYM),

— drukowanie wszystkich rekordéw bazy danych i bieza-
cych wartoci z komorek formularza danych wej-
$ciowych (przycisk » Drukuj wyniki«).

Uzytkownik pakietu ma do takze dyspozycji, na ekranie
monitora, przyciski pozwalajace w latwy sposob
przemieszcza¢ si¢ do arkuszy obstugujacych inne modele.
Przykladowo, z arkusza obstugujacego MODEL EMPI-
RYCZNY istnieje mozliwo$¢ przejscia do (rys. 2):
MODELU NORMALNEGO (przycisk »Do modelu nor-
malnego«), MODELU WYKEADNICZEGO (przycisk
»Do modelu wyktadniczego«), MODELU ROWNOPRAW-

DOPODOBNEGO (przycisk »Do modelu réwnoprawdop.«).
4. Przykladowy problem optymalizacyjny
4.1. Sformulowanie problemu optymalizacyjnego

Okreslone jest zadanie systemu lokomotyw, na ktore
skladaja si¢ zadania transportowe rozumiane jak w
punkcie 2.1 System wykonuje zadanie za pomoca wiasnych
lokomotyw i lokomotyw wynajgtych. Jego realizacja wiaze
si¢ z okreslonymi kosztami. Niech $rednie koszty
funkcjonowania systemu lokomotyw w okresie T;, wyznacza
zalezno$¢ (5). Wynika z niej, ze koszty te zaleza od:

— liczby lokomotyw wlasnych gotowych do realizacji
zadan transportowych - L,

rozkladu zapotrzebowania na lokomotywy w okresie -T;,
— jednostkowych $rednich kosztéw wykonywania zadania

transportowego wilasng lokomotywa - k,,,,

— jednostkowych Srednich kosztéw wykonywania zadania

transportowego wynajeta lokomotywa - k,,,,

— jednostkowych $rednich kosztéw utrzymywania w

okresie T; wlasnej lokomotywy - k.

Niech rozktad zapotrzebowania na lokomotywy,
rozumiany jako rozkltad zmiennej losowej L,,(T))
okreslajacej liczbg lokomotyw potrzebnych do realizacji
zadania systemu w okresie T; , przedstawia zalezno$c¢:

025 dla 20<1<22
050 dla 22<1<24
Froll)=PllyolT)<U}=1035 15 2451526

100 dla 26<1<28

(20)

Dodatkowo niech jednostkowy $redni koszt wykonania
zadania transportowego wiasna lokomotywa wynosi
k. = 800 zt, zas jednostkowy $redni koszt wykonania zadania
wynajgta lokomotywa wynosi 2000 zt.

Nalezy wyznaczy¢ liczby lokomotyw wiasnych jakimi
winien dysponowaé system o opisanych wczesniej
parametrach aby $rednie koszty jego funkcjonowania byly jak
najmniejsze. W procesie optymalizacji nalezy uwzgledni¢
rézne jednostkowe $rednie koszty utrzymywania wiasnych
lokomotyw - k.

4.2. Wyniki eksperymentu optymalizacyjnego

Do rozwiazania postawionego problemu optymalizacyjnego
zaplanowano eksperyment optymalizacyjny. Wykorzystano
do tego celu MODEL EMPIRYCZNY pakietu MOLL.XIs.
Eksperyment  optymalizacyjny przeprowadzono w
kilkudziesigciu ~ doswiadczeniach. ~ Wyniki  niektérych
dos$wiadczen eksperymentu optymalizacyjnego zapamietano
w bazie danych modelu i pokazano na rys. 2. Pelny zestaw
wynikéw eksperymentu optymalizacyjnego zebrano w
tabeli 1.

Zestawienie wynikow eksperymentu optymaliz-

acyjnego
Tabela 1
Srednie jednostkowe koszty Liczba
Lp. utrzymania wiasnych lokomotyw lokomotyw

ki w (1] Liok
1 od 0 do 75 28
2 od 76 do 225 27
3 od 226 do 375 26.
4 od 376 do 525 25
5 od 526 do 675 24
6 od 676 do 825 23
7 od 826 do 975 22
8 od 976 do 1125 21
9 od 1126 do 1200 20

26
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MODEL OPTYMALIZACJI LICZBY LOKOMOTYW - MOLL

EEDEEY B

Jednostkowy koszt realizacji zadania wlasnq lokomotywq [zl] ..........cccoccoooeenene I k ,,1=l 800,0(ﬂ Foppu@ 10
Jednostkowy koszt realizacji zadania wynajgtq lokomotywq [z] ....................... l ﬂ,=l 2 OO0.00I L nd dokladni
Jednostkowy koszt utizymania wlasnej lokomotywy w [zl / okres] ......................| I ko= 1 125.00I L Zaokr:{gl.lIl
Sor.tuj Zapis do bazy Sartu) Rozklad empiryczny zapotrzebowania
malejaco | pazA DANYCH MODELU - MOLL oS40 ] na lokomotywy
: Usun wiersz LP. Llﬂk Fpapy:(Llok) kwl [Z'] kv/y [Z‘] km [ZI] od do Prawdopod.
N z bazy 1 28 0,9375 800,00(  2000,00 75,00 20|-| 22 0,250
I 2 27 0,8125 800,00/  2000,00 225,00 22|-| 24 0,250
s Drukuj wyniki 3 26 0,6875 800,00/  2000,00 375,00 24|-| 26 0,250
L« 4 25 0,5625 800,00|  2000,00 525,00 26|-| 28 0,250
Py Do modelu 5 24 04375 800,00(  2000,00 675,00
= normalnego 6 23 0,3125 800,00 2 000,00 825,00
1 7 22 0,2292 800,00/  2000,00 975,00
[:“I’a':;gi” 8 2 0,1458 800,00 2000,00 1 125,00
Wy 9 9 20 0,0000 800,00 2000,00 1 200,00
; Do modelu 10 26 0,7000 800,00/  2000,00 360,00
réwnoprawdopodob. !
z Wyczysé baze Poréwnaj przykiad
zpracy [2]

Rys.2. Optymalizacyjny model symulacyjny liczby lokomotyw w systemie przeznaczonym do realizacji losowej liczby zadan
generowanej na podstawie emprycznego rozktadu prawdopodobienstwa (wyjasnienie oznaczen w tekscie).

5. Podsumowanie

W artykule pokazano jak prowadzi¢ proces optymalizacji
liczno$ci parku wiasnych lokomotyw pewnego operatora
transportu  kolejowego, przy zastosowaniu kryterium
minimum $rednich  kosztéw funkcjonowania systemu
lokomotyw. W tym celu sformulowano posta¢ ogdlna
problemu decyzyjnego realizacji zadan transportowych przez
system lokomotyw operatora transportu kolejowego.
Sformulowany problem opisano za pomoca modelu
matematycznego (5). Na podstawie tego modelu uzyskano
formute (19) pozwalajaca na obliczanie optymalnej liczby
lokomotyw w systemie operatora transportu kolejowego.
Proces wyznaczania optymalnej liczby lokomotyw
oprogramowano w formacie programu Microsoft Excel i
zebrano w pakiet arkuszy kalkulacyjnych MOLL.XIs .

Aby  wyznaczy¢  wartosci srednich  kosztéw
funkcjonowania systemu lokomotyw operatora transportu,
dysponujacego optymalna lub rézng od optymalnej liczba
lokomotyw, mozna skorzystaé z symulatora
Sym_Sys_Lok_1.Xls. Model matematyczny $rednich kosztow
funkcjonowania systemu lokomotyw i opis symulatora
Sym_Sys_Lok_1.Xls zawiera praca [2].

W  systemach lokomotyw  przeznaczonych do
wykonywania losowej liczby zadan transportowych istnieje
zawsze konflikt miedzy ich niezawodno$cia (wyrazana np.
charakterystykami  gotowos$ci  systeméw) i kosztami
funkcjonowania. Sposob uwzglednienia tego konfliktu w
procesach racjonalizacji systemow pojazdéw (na przyktadzie

pewnego operatora transportu) pokazano w pracy [3]. Do
prowadzenia badan opisanych w pracy [3], wykorzysta¢
mozna symulator cyfrowy Sym_Sys_ Lok 2.Xls zbudowany
na bazie komputerowego arkusza kalkulacyjnego.

Zaprezentowany w artykule przykiad obliczeniowy
nalezy traktowac jako pokazanie potencjalnych mozliwosci
opracowanych modeli. Badania symulacyjne, ktérych
zatozenia i wyniki przedstawiono w niniejszym artykule i w
pracach [2,3], potwierdzity przydatno$¢ stworzonych modeli
matematycznych 1 symulatoréw cyfrowych operatoréw
transportu kolejowego.

Wszyscy, ktorzy wyraza zainteresowanie symulatorami
MOLL.Xls, Sym_Sys_Lok_1.XlIs, Sym_Sys_Lok 2.Xls -
piszac o tym na adres poczty elektronicznej
adam.kadzinski @ put.poznan.pl - otrzymaja je niezwlocz-
nie.
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