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Teoretyczne ustalanie aerodynamicznego
oporu pociagu

Zwigkszenie predkosci jazdy pociqgow powoduje duzy wzrost oporow ruchu spwodowanych oplywem

powietrza. Praca zawiera teoretyczine podstawy obliczen

aerodynamicznych, ktore wykonuje sie¢ w

procesie projektowania wspolczesnych pojazdow i pociqgow. Zasadniczq jej czes¢ stanowi przedsta-
wienie obliczen oporow tarcia powietrza i oporéw cisnicnia oraz algorvim obliczen oporéw aerody-
namicznych pojazdow szynowych. W pracy przedstawiono rowniez inne problemy, ktére rozwiqzuje sie

za pomocq aerodynaniiki.

Czesc 1

1. WPROWADZENIE

RYS HISTORYCZNY

Aerodynamika pociagow, poczatkowo empiryczna, ma
juz swojq histori¢. Pierwsze badania acrodynamiczne pojaz-
dow szynowych mialy miejsce na poczatku wieku. Byly one
zwigzane z uksztaltowaniem deflektorow (wiatrownic)
montowanych na parowozach w celu ukierunkowania dymu
z kominéw ku gorze, aby w ten sposob opdzni¢ opadanie
iskier na dachy wagonow, ktore byly wowczas wykonywane
z drewna i zapobiega¢ tym samym przed pozarami. W poz-
niejszych latach trzydziestych, w miarg wzrostu predkosci
pociagow, konstruktorzy zaczgli coraz bardziej zwracac
uwage na znaczenie oporow aerodynamicznych w calkowi

tych oporach pojazdow. Wtedy zaczely sig pierwsze badania
tunelowe zmierzajace do okreslenia i zmniejszenia oporow
aerodynamicznych pociggow. W tym samym czasie pojawily
si¢ pierwsze lokomotywy elektryczne. Duza moc zainstalo-
wanych silnikow elektrycznych przy predkosciach z reguly
mniejszych niz 140 km/h pozwalala latwo skompensowac
niedoskonalosci aerodynamiczne pociggow. Z tego wzgledu
gruntowniejsze badania aerodynamiczne zostaly wowczas
zaniechane.

Dopiero od polowy lat szes¢dziesiatych, wraz z pojawie-
niem si¢ szybkich pociqgéw we Francji 1 w Japonii, wzno-
wione zostaly badania aerodynamiczne pojazdéw szyno-
wych. Mozna to uzna¢ za poczatek powstawania aerodyna-
miki kolejowej jako nowej nauki. Nie ograniczala si¢ ona
wylacznie do techniki eksperymentalnej ale réwnoczes$nie
zaczgla korzysta¢ z symulacji obliczeniowej. Nazwa ,.aero-
dynamika” pochodzi od zlozenia dwoch stow greckich:
~(LEPOC (aeros) oznaczajacego  powietrze i
Syoapukos”™ - (dynamicos) tlumaczony jako ,,posiadajacy™



site. Zatem aerodvnamika jako nauka zajmuje si¢ rozpatry-
waniem zagadnien. w ktorych powietrze posiada zdolnos¢
czynnego oddzialywania na rozpatrywany obickt.

Oddzialywanie takie moze mie¢ miejsce tylko wtedy. gdy
nastepuje oplyw obiektu strugy powietrza.

W latach siedemdziesiatych zbudowano w tych krajach
tunele aerodynamiczne specjalnie dostosowane do badan
kolejowych. Giéwnie wykorzystywano jednak do tych celow
istniejace tunele lotnicze. Kraje te, ktore najwigcej osiagnely
w zwigkszaniu predkosci jazdy dalej pracuja nad polepsze-
niem aerodynamiki pociagow [3, 4, 11, 17, 20, 21, 24, 25,
26].

W Polsce aerodynamika kolejowy zaczeto si¢ interesowac
w latach siedemdziesiatych [1, 13, 14].

W nastgpnym dziesigcioleciu, m.in. na skutek ustabili-
zowania si¢ predkosci pociagow eksploatowanych przez PKP
na poziomie 100+120 km/h, bez aerodynamiki mozna bylo
si¢ obejs¢. Na poczatku lat dziewigédziesiatych. kiedy w
Osrodku Badawczo-Rozwojowym Pojazdow Szynowych w
Poznaniu przvstapiono do projektowania wagonow i loko-
motyw do jazdy z predkoscia 200 km/h, zainteresowanic
aerodynamikg kolejowg ozywilo si¢ [3, 6, 7, 8, 9, 10].

Rozwdj Numerycznej Mechaniki Plynow (NMP) i dostgp
do coraz potg¢zniejszych komputerow spowodowaly, ze obok
badan modeli fizycznych w tunelach aerodynamicznych
zaczgto badac¢ oplywy pojazddw droga symulacji numerycz-
nej. Od konca lat osiemdziesiatych coraz czg¢$ciej siggano do
metod symulacji numerycznej dla rozwigzania problemow
aerodynamicznych pojazdoéw szynowych. Obie metody ba-
dan: numeryczna i eksperymentalna staly sie od tego czasu
komplementarne.

PROBLEMY ROZWIAZYWANE ZA POMOCA AERO-
DYNAMIKI

Koniecznos$¢ siggania do analiz i badan aerodynamicz-
nych wystgpuje na wielu etapach projetowania wspolcze-
snych pojazdow szyvnowych i wigze si¢ z rozwigzywaniem
problemow energetycznych, ergonomicznych, ekologicznych
1 konstrukeyjnych. W szczegolnosci dotyczy to takich za-
gadnien jak:

1. Zmniejszenie zapotrzebowania energii na wykonanie pra-
cv przewozowej. W §lad za tym zmniejszenie mocy silni-
kow lokomotyw 1 jednostek trakcyjnych.

. Zapewnienie efektvwnego chlodzenia silnikow trakcyj-
nvch. Mozna to osiggna¢ poprzez usytuowanic wlotow i
wylotow powietrza w miejscu korzystnego gradientu ci-
snien na powierzchni pojazdu.

Zapewnienie stabilnej pracy pantograféw. Wiaze sig to z
ich usvtuowaniem w strefie ustabilizowanego przeplywu i
takim uksztaltowaniem jego geometrii. zeby uzyskacé sta-
bilnyv docisk do przewodu jezdnego.

4. Zmniejszenie poziomu halasu wewnqtrz jak i na zewnatrz

Przv predkosciach przekraczajacych 200 km/h
glownvm zrodiem hatasu oprécz ukladu kolo-szyna, jest
ophw powietrza. Jego intensywnos$¢ zalezy od geometrii
pojazdu a szczegolnie od powierzchni 1 ksztaltow jego
przednie) 1 tvine) czgsci.
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5. Zmniejszenie amplitudy fal cisnieniowych podczas prze-
jazdu pociqgu przez tunel.  Ma 1o zasadniczy wplyw na
odczucie bolu w uszach i1 samopoczucie pasazerow. P
dobnie jak 7 halasem gléwny wplyw na to ma geome
czesci czolowej 1 koncowej pociagu, stan powierzchri
zewnetrznej calego skladu oraz geometria tunelu.

6. Okresienie minimalnej odlegtosci miedzy osiami réwnole-
glveh torow ze wzgledu na wzajemne oddzialywanie ae-
rodynamiczne mijajgcych sig pociggow.

7. Optvinalne uksztaltowanie geometrii przedniej szvhy
Jazdu tak.aby zminimalizowa¢ ilo$¢ uderzajacych o nia
owadow i tym samym poprawic¢ widocznosc.

8. Poprawa warunkow klimatycznych pasazeréw. Wigze sic 10
z kontrolg 1 rozkladem pola predkosci i temperatury we-
wnatrz klimatyzowanych wagonow.

ROLA BADAN AERODYNAMICZNYCH W ROZWOJU
POJAZDOW SZYNOWYCH

W miar¢ wzrostu predkosci udzial oporow aerodyna-
micznych w oporach calkowitych pojazdu wzrasta w sposob
decydujacy. Na rys.1 przedstawiono zaleznos¢ mocy nie-
zbednej dla pokonania opordw tarcia mechanicznego i oprow
aerodynamicznych od predkosci jazdy dla francuskiego po-
ciagu, skladajacego si¢ z lokomotywy elektrycznej 1 trzech
wagonow pasazerskich, ktory osiggnal predkos¢ maksymalna
331 knv/h [23].

Moc niezbgdna na pokonanic opordw tego pociagu wyraza
si¢ nastgpujacy zaleznoscia:
R(V) =500+ 0.045V2 [kW]
\% 0 .. 400  [km/h]
Moc na pokonanie samego tarcia:
F{I7)y=500+2-V{kW]

O ile przy predkosci SO km/h moc potrzebna dla pokona-
nia oporow aerodynamicznych jest pomijalnie mala, to przy
predkosci 100 km/godz stanowi juz okolo 30 % mocy nie-
zbednej, a przy predkosci 300 kin/h przeszlo 80 %.

Z tego wyraznie wynika. ze z punktu widzenia energe-
tvcznego badania oporéw aerodynamicznych pojazdu szy-
nowego sa juz celowe przy predkosciach okolo 100 km/h a
powyzej tej predkosci staja si¢ konieczne.

Badania aerodynamiczne, zardwno teoretyczne jak eks-

perymentalne, pozwalajy na poznanie wplywu poszczegol-
nych parametrow geometrycznych pojazdu i jego elementow
na charakter jego oplywu i istniejgce wokol niego pole pred-
kosci i cisnien, a co za tym idzie na jego opory ruchu. Sta-
nowi to bazg rozwigzania wyzej wymienionych problemow
1 optymalizacji konstrukcji z punktu widzenia aerodvna-
micznego i energetycznego.
Obliczenia trakcyjne pojazdow szynowych wymagaja znajo-
mosci oporow catkowitych pojazdow. Bledy popelnione w
obliczeniach oporow prowadzg do blednego zalozenia
mocy silnikow trakcyjnych oraz do odchylen pomigdzy obli-
czonymi a rzeczywistymi charakterystykami trakcyjnymi.
Brak znajomosci pola predkosci i cisnien nie pozwala opty-
malnie usytuowaé wloty i1 wyloty powietrza chlodzacego do
silnikow, korzystnie uksztaltowa¢ przedniaq szybe pojaz-
du,usytuowac pantografy w najkorzystniejszym miejscu itd.
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Rys.1. Moc niezbgdna w tunkcji predkosei

Przy matych predkosciach, kiedy udzial opordw aerody-
namicznych w oporach catkowitych jest maly, nawet duze
bledy w oszacowaniu oporow aerodynamicznych nie powo-
duja duzych niedokladnosci obliczeniowych. Zupelnie ina-
czej rzecz si¢ ma kiedy udzial ten staje sie dominujacy.

Przedmiotem rozwazan aerodynamiki teoretycznej sa
glownie ciala oplywowe o gladkiej powierzchni poruszajace
si¢ w niezakldoconym osrodku i z dala od ziemi i innych
obiektéw. Sytuacja sie zmienila od momentu pojawienia si¢
komputeréw duzej mocy pozwalajacych rozwigzywaé nume-
rycznie rozniczkowe rownania oplywu Naviera-Stoksa dla
przeptywu Scisliwego 1 lepkiego.

Zaréwno dla pojazdow szynowych, jak i dla innych po-
Jjazdow 1 statkow latajacych, zachodzi koniecznos¢ uwzgled-
nienia nierownosci powierzchni, wystajacych elementow,
wplywu ziemi oraz, w niektorych przypadkach, zaklocen
przeplywu od innych pojazdow czy blisko znajdujacych sig
obiektow.

. Przed pojawieniem si¢ NMP uwzglednienie oporow wy-
wolanych tymi czynnikami bylo prawie niemozliwe. Meto-
dami klasycznymi mozna bylo rozwiazywac zadania dla cial
oplywowych 1 przeplywu potencjalnego. Dla rozwigzywania
praktycznych probleméw uciekano si¢ do aerodynamiki
eksperymentalnej. Eksperymentalna aerodynamika, badajac
rzeczywiste zjawiska a nie ich uproszczone modele, pozwala
uogolnia¢ wyniki badan i uzupelnia¢ luki teorii.

Czesto aerodynamike eksperymentalng nazywa si¢ nauka
o wspdlczynnikach do$wiadczalnych, jest ona bowiem $cisle
zwiazana z aecrodynamika teoretyczna. bez ktdrej wyniki
badan nie moglyby by¢ w pelni wykorzystane. Dzi$ dzigki
kowych,

- zmniejszenie ilosci zespoldw i elementéw konstrucyjnych
wystajacych poza obrysem pojazdu,

- unikanie nieréwnosci i uskokéw konstrukcyjnych ze-
wngtrznych powierzchni.

Nalezy si¢ liczy¢ z faktem, ze wymienione kierunki
zmnieszenia oporow aerodynamicznych pojazdow wiaza sie
ze skomplikowaniem konstrukcji i wzrostem kosztow ich
produkcji. Dlatego tez poprawa aerodynamiki pojazdow
szynowych musi by¢ rozpatrywana w kontekscie kosztow
globalnych tj. produkcyjnych i eksploatacyjnych.

Badania oporow aerodynamicznych pojazdéw szynowych
prowadzi si¢ zaréwno w tunelach aerodynamicznych jak i
metodami numerycznymi. Metody numeryczne stosuje si¢ w

mozliwosciom NMP, aerodynamika teoretyczna i ekspery-
mentalna sq naukami doskonale si¢ uzupelniajacymi.

W praktycznych obliczeniach aerodynamicznych operuje
sic wieloma wspodlczynnikami do$wiadczalnymi, wzigtymi
badz ze specjalnie przeprowadzonych w tym celu badan lub
z publikowanych danych eksperymentalnych.

Umigjetno$¢ doboru wspdlczynnikéw w obliczeniach ae-
rodynamicznych stanowi jeden z wazniejszych warunkow
poprawnosci uzyskanych wynikéw 1 skutecznej weryfikacji
obliczen wykonanych metodami NMP.

Szeroka znajomo$¢ literatury specjalistycznej, wynikow
badan réznego typu zajwisk i obiektow, przeprowadzonych
na $wiecie przez dziesigciolecia, w polaczeniu ze zrozumie-
niem sensu fizycznego teorii i umiejetnoscia wyszukiwania i
korzystania z analogii zjawisk, determinujq dokladno$¢
dobranych wspolczynnikoéw doswiadczanych.

Czgsto uciekamy si¢ do prowadzenia wlasnych badan
specjalistycznych (pomimo, ze podobne badania zostaly juz
prawdopodobnie przeprowadzone i opublikowane) zeby
uniknaé w ten sposob koniecznosci przeprowadzenia praco-
chionnych i zmudnych badan literaturowych. Pozwala to
jednak uzyska¢ wyniki bardziej wiarygodne i gromadzi¢
rezultaty wlasnych doswiadczen.

Pomimo, ze aerodynamika rozwigzuje rézne problemy to
nadal gléownym jej zadaniem jest zmniejszenie energii po-
trzebnej do wykonania pracy przewozowej lub zwigkszenie
predkosci przy zadanej mocy (dla statkow latajacych rowniez
zwigkszenie sily nosnej). Cel ten mozna osiagnac¢ wylacznie
poprzez zmniejszenie oporow ruchu, w tym dla szybkich
pojazddw i statkow, glownie oporow aerodynamicznych.

Zmniejszenie opordw aerodynamicznych pojazdu szyno-
wego mozna o0siagnaé poprzez zastosowanie takich rozwia-
zan konstrukcyjnych jak:

- nadanie oplywowych ksztaltow przedniej i tylnej czesci

pociagu,

- zmniejszenie przekroju poprzecznego lokomotyw i wago-

now,

- zastosowanie oslon przednich wozkow i oprofilowanie

pozostalych,

- zastosowanie oslon wyposazenia podwagonowego,

- zmniejszenie odleglosci migdzy wagonami i oprofilowanie

przejse,

- umieszczenie roznych elementéw wyposazenia w oprofilo-
wanych obudowach lub wewngtrz pojazdu,

- zastosowanie dobrze oprofilowanych wlotow 1 wylotow

wentylacyjnych,

- zastosowanie dobrze oprofilowanych pantograféw polow

poczatkowej fazie projektowania kiedy trzeba wybierac i

optymalizowa¢ rozwigzania konstrukcyjne. Badania tunelo-

we natomiast sluza weryfikacji obliczenn i dopracowaniu

konstrukcji oraz wyjasnieniu tych zjawisk, ktérych matema-

tyczne modelowanie jest niecelowe.

W zakresie bezpieczenstwa ruchu szybkich pociagow ist-
nieje szereg problemow wymagajacych rozwigzan na drodze
badan aerodynamicznych. Naleza do nich zagadnienia wza-
jemnego oddzialywania mijajacych si¢ pociagow, wielkosci
amplitudy ci$nieniowej i jej propagacji podczas wjezdzania
pociagu w tunel, wplywu pedzacego pociagu na stojace w
poblizu obickty i ludzi itp. Badania modelowe tych zjawisk
w tunelach sa trudne ze wzgledu na niestacjonarny charakter
przeplywu i1 zlozono$¢ dotrzymania warunkéw brzegowych.




Jeszerze kilkanascic lat temu. jedynym realnym sposobem
badania tvch zjawisk bvly badania ruchowe pociagow. Dzis
dzigki mctodom numervcznym 1 mocom obliczeniowym
komputerow problemy te rozwigzuje si¢ przy pomocy modc-
lowania matematyczncgo. ktore pozwala okresli¢ parametry
przeplswu. (). pole predkosci 1 cisnicii na powierzchni
obiektow 1 w kazdyim punkcic rozpatrywancj przestrzeni.
Poszerza 1o znacznie mozliwosci uzyskania réznorodnych
wynikow badan przydatnvch w procesie projektowania i
cksploatacji pojazdow.

2. TEORETYCZNE PODSTAWY OBLICZEN AERO-
DYNAMICZNYCH

2.1 Opory tarcia acrodynamicznego

Opory tarcia spowodowane sa lepkoscig plvnu oplywaja-
cego ciala stale 1 wystgpuja w tzw. warstwic przysciennej, .
cienkiej warstwie plvnu w bezposrednicj bliskosci po-
wierzchni ciala stalego. w ktorej wystepuje gradicnt predko-
sci w kierunku normalnym do tej predkosci. Wielkose sil
tarcia zalezy od zjawisk wystgpujacych w tej warstwie. Zlo-
zony mechanizm powstawania warstwy przyscicnnej i
ksztaltowania si¢ przeplywu w warstwic. mozna w sposob
uproszczony przedstawic¢ nastepujaco.

Na skutck zjawiska adhezji elementy plynu bezposrednio
stykajace si¢ z powierzchnig ciala stalego przyvczepiaja si¢ do
tej powierzchni. tak ze ich predkos¢ wzgledem ciala jest
rowna zeru. Przejscie od zerowej wartosci predkosci wzgled-
nej do predkosci przeplywu istniejacej w pewnej odleglodci
od ciala, odbywa si¢ w sposob ciagly. Gradient predkosci
v . . .
—— W warstwie przysciennej maleje ze wzrostem odlcglosci

on
od powierzchni ciala. Grubosciaq warstwy przysciennej na-
zywamy taka odleglos¢ od powierzchni ciala, dla ktorej
predkos¢ czasteczek powietrza warstwy jest bliska predkosci
.
nabiegajacego powietrza tj. dla ktorej —;-— =0.
on

Zwykle przyjmuje si¢ grubos¢ warstwy przyscicnncj jako
t¢ odlcglos¢. w ktorej panuje predkosc réwna 0,99 predkosci
nabiegania powietrza. Jezeli nie wystgpuje zjawisko oderwa-
nia strug. przeplyw poza warstwa przyscienng ksztaltuje si¢
jak dla ruchu potencjalnego. Poza warstwy przyscienng
przeplyw plvnow rzeczywistych odbywa si¢ na ogdl tak samo
jak dla plynow doskonalych. j. lepkich i niescisliwych. Gru-
bos¢ warstwy przy$ciennej nie jest stala, a narasta stopniowo
w miar¢ oddalania od punktu wejscia. Ruch w warstwie
przysciennej moze mie¢ charakter laminarny, turbulentny i
czgsciowo laminarny, cz¢sciowo turbulentny (mieszany).

Ruch laminarny charakteryzuje si¢ tym, ze ruch clemen-
tow jest uporzadkowany i warstwowy 1 nie ma wymiany
elementow plynu migdzy sasiednimi warstwami.

W przypadku ruchu turbulentnego istnieje intensywna
wymiana elementdw plynu migdzy sasiednimi warstwami,
stad ruch ma charakter nieuporzadkowany, zawirowany.

Najczesciej mamy do czynienia z ruchem mieszanym tj. z
takim ruchem w warstwie przysciennej, kiedy na pewnym
odcinku wystepuje ruch laminarny przechodzacy nastepnic w
ruch turbulentny. Przejscie warstwy laminarnej w warstwe

turbulentng odbywa si¢ stopniowo. W praktyce jednak wy-
godnic przyjac, ze zmiana odbywa si¢ w okreslonym punkcie
nagle.

Doswiadczenie wykazuje, ze polozenie punktu przejscia
ruchu laminarnego w turbulentny zalezyv od predkosci preze-
plywu i od kincmatycznego wspolczynnika lepkosci plvnu. a
w warunkach rzeczywistych zalezy rowniez od turbulcntno-
$ci osrodka 1 nieréwnosci powierzchni ciala.

Znajomosc¢ tego punktu jest istotna dla obliczenia opordw
tarcia. Liczba Revnoldsa, przy ktorej nastgpuje przejscic
warstwy laminarnej w turbulentng, nazywa si¢ krvtvczng
liczba Reynoldsa:

V-X.
Re, = —L
V
gdzie: 'V - predkosc przeplywu |m/s]_,2
v - lepkos¢ kinematyczna [m /s].

XT - odleglo$¢ od poczatku plyty do punktu przej-
$cia w warstwg turbulentng |m]

Doswiadczenia wykazaly. zc krvtyczna liczba Reynoldsa

Jest wiclkosciq stalag 1 wynosi dla spokojnej atmosfery 1 glad-

kicj plyty Re, =2- 10°. co przy predkosci V = 100 km/h

5 2 . .
=278 m/s i v=145-10"" m /s odpowiada dlugosci Xt
=1.04 m.

OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKA OPORU TARCIA

Zgodnie z prawem Newtona naprgzenie styczne wyste-
pujace pomigdzy plyta a omywajacym plynem lepkim wyraza
si¢ nastgpujacy zaleznosciy:

T= U O—U (D)
gdzic: )
Ll - wspolczynnik lepkosci [N s/mi]

u - predkosé w warstwie przysciennej [m/s]

Elementarna sila dzialajaca na plyte:
N
£
dQ=1-dF =p —) -dF (2)
dy

V=0

gdzie: F - powierzchnia omywana plvty.

Dla plyty o dlugosci 1 1 szerokosci jeden, omywanej dwu-
stronnie:

dQ =21dx.

a zatem
1
Q=2 j 1dx 3)
0

Obliczenie oporu tarcia plyty polega na okresleniu zalez-
nosci predkosci w warstwie przysciennej od wspolrzednych v
1 X, tj. na ustaleniu rozkladu predkosci prostopadle 1 wzdluz
plyty (rys.2).

Przyblizong metodg badania przeplywu w warstwie przy-
$ciennej i okreslenie opordw tarcia powierzchniowego daje
zastosowanie zasady ilosci ruchu, wg. ktorej zmiana ilosci



ruchu w okreslonym kierunku réwna jest sile dzialajgcej w
tvim samym kierunku.

—

Rys. 2. Warstwa przyscienna na plycie plaskiej

Rozpatrzmy nieskonczenie szeroka plyte ustalong pod zero-
wym katem natarcia (rys.3)

Rys. 3. Sily dzialajgee na element plyvnu w warstwie przyscienne)

W odleglosci x od poczatku plyty wydziclimy clement
warstwy przysciennej dlugosci dx 1 szerokosci rownej jedno-
sci.

Rozwazmy powierzchni¢ kontrolng ograniczony odcin-
kami AB, BC. CD 1 AD.

Rozpatrujemy przeplyw plaski ustalony plvnu nicscisli-
wego. Obliczymy zmiang pedu w obszarze ABCD w jednost-
ce czasu.

W tym celu wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia:
d(mv) - elementarna zmiana pedu

(mv)ARB - ped plynu wphywajacego przez Scianke AB
(mv)B( - ped plynu wplywajacego przez Sciankg BC
(mv)cp - ped plynu wplywajgccgo przez Sciankg CD

Zmiana pedu wyniesie:
d(mv) = (mv)cp - (MV)AB - (MV)BC €))

S I
(mv)AB = qudy ‘u= quzdy

5 ~ [5
. C :
(mv)cp = | pu-dy +— u-dy |dx
b Ip i [J'p y

gdzie:
u = predkos¢ w warstwic przyscienng]
O =  grubo$é warstwy przysciennej
stad:
als
(mv)Cp - (MV)AR = — j.puzdy dx (3)
ax 0

Wiclkos$¢ (mv) okreslamy wychodzac z warunku cigglo-
sci (zakladajac p = const.).

Spelnienic warunku stalosci masy w obrgbie obszaru
ABCD wymaga, aby rdznica wvdatkow przez Scianki CD i
AB byla zréwnowazona wydatkiem przez scianke BC.
Wydatck masy wplywajacy przez AB bedzie:

]
[pudy,

)

Natomiast wydatck masy wyplvwajacej przez CD bedzic:

5
B

PP

Ip(u . dx)dy

stad roznica wydatkow wyniesie:
5 - 8
cu 0
[p(E=dx)dy = —| [pudy dx,
{) E}X &( U

Ped masy wyplywajaccej przez Scianke BC wyniesie:
(7 )
(mv)gc = pV— Iudy dx (6
ax 0

Wstawiajac wyrazenia (3) 1 (6) w (4) otrzymamy:

~ 8 )
¢ . 16,
d(mv) = — udy |[dx —pV—1] |udy |[dx (7
(mv) ﬂxlp y p axj y )

Y]

Wyrazenie (4) przedstawia zmiang pedu wzdluz osi x w

jednostce czasu. Zmiana ta wywolana jest silami zewngtrz-

nymi: cisnieniowymi na sciankach AB i1 CD oraz sily stycz-
na na sciance AD.
Sily styczne na $ciance BC nie wystgpujy poniewaz jest to
granica warstwy gdzie:

cu

-~ = O

oy
Cisnicnic na sciance AB wynosi p. natomiast ciSnienie na
Sciance CD wynosi:

p+%-dx (8)

a roznica sil:




G
AP ==8 *. dx )
ox
Sila stvczna na sciance AD wynosi:

dQ) = —u(ilj dx

OX

(10)

0

Porownujac zmiang pedu (7) z silami, ktore je wywoluja (9) i
(10) otrzymamy:

op (ou 8 0t
$—-p| —| =—|pudy-pV—|ud
2x “( ] el Py axi Y

-
oy y=0 - 0

Poniewaz przy oplywie plyty pod zerowvm kgtem natar-

cia ci$nienie wzdluz plyty jest stale. a zatem — = 0. (0
OX
ostatecznie otrzymamy:

au 2T X
JRZ 3 12 39

&

Dla wvkorzystania zaleznosci (11) trzeba zna¢ rozklad
predkosci w warstwie przysciennej, u(y). lm blizsza jest
zalozona funkcja rozkladu predkosci rzeczywistemu rozkla-
dowi. tym uzyskane wyniki sq scislejsze.

WARSTWA PRZYSCIENNA LAMINARNA

W slad za wieloma badaczami. jako funkcje rozkladu
predkosci dla warstwy przysciennej laminarnej. przyjgto
wiclomian, w ktorym wspolczynniki sy tak dobrane aby
zostalv spelnione warunki brzegowe i ktore w ogdlnvm
przypadku zalezg od odleglosci x. 4.

2 3 4

u=a(x)y +b(x)y +c(x)y +d(x)yv + .. (12)

Doswiadczenie wykazalo, ze ograniczenie si¢ do dwoch
pierwszych czlonow daje dostatecznie dobry korelacje z
cksperymentem. Przyjeto wiec ostatecznie funkcje rozkladu
predkosci postaci:

)
u=a(x)y + b(x)y (13)

Znaczenie wspolczynnikow a(x) 1 b(x) obliczymy wycho-
dzac 7 warunkow przy sciance i1 na granicy warstwy {j.

- na $ciance przy v = 0 predkos$¢ u =0
- na granicy warstwy przy y = & predkosc

u=V: (@j =0

Rézniczkugac (13) 1 wstawiajac y = & otrzymamy:

10

[%J = [a(x) +2b(x)y],.., =a(x) +2b(x)8 = 0

a wstawiajac w (13) y = & otrzymamy:
. 2 :
V=a(x)d + b(x)d (15)

Z rozwigzania rownan (14) i (15) otrzymamy:

V
a(X) = 2—6—
A\
b(x) = — Y

Z powyzszcgo wynika. ze w danym przypadku wspol-
czyvnnik rownania nie zalczy od X.
Wstawiajac znaczenie wspolczynnikow w (13) otrzymamy:

= V[zl—ﬁj
S

Grubos¢ warstwy przysciennej wzrasta ze zwigkszeniem
odleglosci x tj. & = f(x).

Chcac ustalic t¢ zaleznos¢ nalezy rozwigza¢ rownanic
calkowe (11) korzystajac z zaleznosci (16). Zadanie to roz-
wigzujemy w nastgpujacej kolejnosci:

1. Rozniczkujemy (16) 1 mnozac na p okreslamy

B

2. Obliczamy calki wchodzace w réwnaniu (11) wstawiajac
znaczenie u wg. (16).
3. Rozniczkujemy otrzymane zaleznosci wzgledem x otrzy-

-~
3

(16)

y=0

mujac tym samym zaleznosc, w ktdrej wchodzy o 1
cX
4. Pordwnujac zaleznosci otrzymane w punkcie 1 1 3 i roz-
wigzujac wzgledem & otrzymamy ostatecznie

V-X

Vr

Znajac rozklad predkosci oraz zaleznos¢ & = f(x) mozemy

0 =5,477

(17

okresli¢ wielkos¢ naprezenia stycznego T.
Rozniczkujemy (16) wzgledem y:

B A gyl
oy & &
dlay =0
ou 2V
d &
a zalem



r—p{f— _H2V (18)
oy/. _, d )
Wstawiajac w (18) zaleznos¢ (17) otrzymamy:

2V 2uV \Y
L “ 5477 Vvox
; . V- X
5477, %
\Y%
1 ostatecznic:
-
v = 0365,/ 4PV (19)
P X
Wstawiajac (19) w (3) otrzymamy:
I
ard
Q =2-0365,upV’ [—X
:l 0 ‘/;
| stad:
Q =146V Jl-p-p (20)

Jak wiec wida¢ sila tarcia w laminarnej warstwie przyscien-
nej jest proporcjonalna do predkosci w potedze 1.5 i po-
wierzchni w potedze 0.,5.

W praktyce silg tarcia Q wyraza si¢ poprzez wspolczynnik
tarcia C:

Q:C,-pTV-F = C, -%-ZLJ

gdzie:
F = powierzchnia omywana plyty
dlugos¢ plyty

=
I

I
PV
2

21
2L

Wstawiajac (20) w (21) i odpowiednio przeksztalcajac
sirzvmujemy wzor na wspodlczynnik tarcia w nastgpujacej
postaci:

_ L46

' vRe

Badania warstwy przysciennej laminarnej daja nieco od-
muenne zaleznosci a mianowicie:

75 5,83\/u
%

& (22)

(23)

(24)

(25)

WARSTWA PRZYSCIENNA TURBULENTNA

W przeplywie turbulentnym predkos¢ rzeczywista w do-
wolnym punkcie przeplywu jest zmienna i ma charakter
pulsujacy, dlatego mowigc o predkosci w danym punkcie
przeplywu turbulentnego rozumiemy pewng S$redniq pred-
kos¢ przeplywu.

W wyniku do$wiadczalnych badan przeptywu w warstwie
przysciennej turbulentnej stwierdzono, ze rozklad predkosci
ksztaltuje si¢ wg. nastgpujacej zaleznosci:

1
(2
S

natomiast naprezenie tarcia wynosi: |

(26)

1 |

= O,O225pV2(V—V6)4 @7 I

Zgodnie z (11) naprezenie tarcia wyraza si¢ nastgpujacym
réwnaniem:

oF Vot
—1t=—/|pudy—p—|ud (28)
axgp y—p 6)(1[ y
Obliczymy wchodzace w (28) calki
s Ly (Y vie st 7
fpu“dy = IDV“%) dy = p—5 fy7dy & ng26
0 0 67 0

1
5 5 3 vl 7
fpudy = JPV(%j dy = p—lfy7dy = ngS
0 0 67 0
Wstawiajac powyzsze znaczenie calek w wyrazenie (27)
otrzymamy:

(29)

Poréwnujac (27) i (29) bedzie:
7 00

2
—pv:—:o,ozzSpvz(lj ,
727" Vo

1

11




a dale) calkujac 1 przeksztalcajac ostatecznie zaleznose be-
dzic miala postac

( ) \v 5 4
g= 0,37?@) X (30)

Obliczymy wspolczynnik tarcia dla warstwy turbulentngj
wstawiajac we wzorze (3) znaczenie T (27), otrzymamy:

! 0.25
Q=2 o,ozzspv”‘%j dy

podstawiajgc znaczenie & (30)

0,0225
O,, ()“\

0= 2]' Vl,xvn.:/n_x 20,1445\/1"‘\/“':/“ G1)

Z wzoru (31) widac. ze w warstwie turbulentnej opoér tar-
cia jest proporcjonalny do predkosci w potedze 1.8 i po-
wierzchni w potegdze 0,8.

Tak jak poprzednio mozna wyrazi¢ opor tarcia poprzcz.
wspolczynnik tarcia:

V? \'A

Q=IC p—F < p72/ | (32)

Porownujac (31) 1 (32) oraz przeksztalcajac otrzymamy:

C,=0072Re * (33)

Doswiadczenic wykazalo. ze wspolczynnik 0.072 jest nieco
za maly 1 ze nalezy przyjac:

C, =0074Re d (34)
: : 7 .
Dla liczb Revnoldsa przekraczajagcych Re > 10 przyjmuje
si¢ zaleznose:
0,455
= (35)

(/g Re)z. bR
WARSTWA PRZYSCIENNA MIESZANA

Najczesciej przy oplywaniu cial ma si¢ do czynienia 7
war-stug przyscienng mieszang rvs.+.

Jezeli przez Regy oznaczy¢ wartosc liczby Reynoldsa. dla
ktorej nastgpuje przejscie od ruchu laminarnego do ruchu
turbulentnego w warstwic przyscienncj (o:

_Rey-v
Ry =
\Y
Opor 1arcia plyty o dlugosci / i szerokosci rownej jedno-
sci sklada sig z oporu tarcia na czgsci plyty xgr wzdluz ktorej

(36)

12

warstwa przyscienna jest laminarna i oporu tarcia na czgsci
(! - xkr) odpowiadajacej turbulentnej warstwie przysciennc.

y ‘ warstwao

arst
W wa turbulentna /

| lamincrna

Rys. 4. Schemat warstwy przyscienne) mieszane)

Oznaczajyc przez:

Qq 1 Cy - opor 1 wspolczynnik oporu tarcia przy mieszane)
warstwic przysciennej.

QT 1 C(T - opor i wspolczynnik oporu tarcia przy warstwic
przyscicnnej turbulentnej,

Qu 1 Cyy - opor i wspolczynnik oporu tarcia przy warstwie
przysciennej laminarne;,

mozna napisac:

Qu= QT - (1 - Qu)xkr (37)
gdzic: (Qtr - Qu)xkr
oznacza roznicc oporow pomigdzy warstwy przyscicnng
turbulentng 1 laminarng na odcinku xk

Wyrazajac poszczegolne skladowe zalezno$ci (37) po-
przez wspolczynniki tarcia otrzymamy:

pV’
=€, sl
Q 2

@ =6, 2L -+ a1
pV’
Q)X =Cyr S Xy -1
V_
(QuIxie =Cy ™%, 1

Wstawiajgc powyzsze wartosci do wzoru (37) i odpo-
wiednio przeksztalcajac bedzie:

. v \ Xpr
Cr = (VIT - (("I'I' = 1 )TA (38)
S X, _Re,
poniewaz — e—— 10
/ Re
R
(v — (v . (w (v kr .;9)
! i ( 1T I/) Re (



Podstawiajac w (39) znaczenic wspolczynnikow Cy1 1 Cyy #
(25) 1 (34) otrzymamsy :

1

- | |
C =Q074Re *—(QO74Re“f<—L33ReM :) Re,

(40)
Re

Dla obliczenia oporow tarcia potrzebna jest znajomosé kry-
tveznej liczby Revnoldsa.

Przy oplvwic pojazdow szynowyvch. 7z uwagi na ich
ksztalty. mozna przyjac. zc warstwa przyscicnna jest calko-
wicie turbulentna. a zatem. 7¢ xgr = 0 1 Regp = 0.

W praktvee przy obliczaniu oporow tarcia plyt zamiast
wyze) podanych wzorow wygodnicj jest korzystaé z wvkre-
sow podajacych zaleznos¢é wspolczynnika oporow tarcia od

X
liczby Revnoldsa dla roznych % . Zaleznos¢ t¢ - wg. |27] -

przedstawia rys.3.

O OO

OO0

Cylnn) O

e \

Rys.3. Zaleznose wspolezynnika tarcia od Re dla Npp 1= 0

OPORY TARCIA SZORSTKICH |
POWIERZCHNI

RZECZYWISTYCH

Powyzsze rozwazania teorctyczne dotvezy plvt gladkich.
. takich. dla ktorvch szorstkos¢ powicrzchni micrzona
wzgledng grubosciy ziarna h/l < 0" Przy wigkszcj grubo-
sci ziarna ma si¢ do czynicnia nic tvlko 2 "czystym" tarciem
powodowanym lepkoscig ptynu ale dodatkowo zc zjawiskicm
lokalnych  mikrooporow cisnieniowych  spowodowanych
wistajacymi ziarnami. Chege rozrozni¢ te dwa rodzaje opo-
row w pracy [24] okresla si¢ picrwsze jako opory tarcia
"frictional resistance” a drugic jako opory powierzchniowe
spowodowane szorstkosciq "skin drag - duc to roughness".

Mowiyc dalej o oporach tarcia bedziemy wyliycznic micli
na uwadze opory spowodowanc szorstkimi powierzchniami.
Opory tarcia szorstkich powierzchni okresla si¢ na podstawic
doswiadczen. W celu okreslenia zaleznosci wspolczynnika
tarcia od liczby Reynoldsa dla roznych szorstkosci po-
wicrzchni korzysta sig z plyt pokryvtych réwnomicrnic ziar-
nami piasku o réznej Srednicy. Na rys.6. przedstawiono
zaleznosc wspolczynnika tarcia plyty od liczby Revnoldsa
dla réznych wzglednych srednic ziaren piasku k// uzyskani
drogy badan przez Nikuradsc'go [24].

Powicrzchnic realnyeh konstrukcji nie posiadajy rowno-
micrnej szorstkosci. Zarowno wysoko$¢ nierownosci jak 1
ge¢stos¢ ich rozlozenia na powierzchni sy rozne. Powodujc (o
odmicnne warunki przeplywu w warstwie przyscicnne] niz
mialo to miejsce w badaniach Nikuradsc'go. Stad zaistniala
koniccznos$¢ prowadzenia odrgbnych pomiardw wspolczyn-
nika tarcia dla roznych stanow powierzchni rzeczywistych
konstrukeji. Na rys.7. przedstawiono wyniki badan oporow
tarcia przeprowadzonych dla réznych standw powierzchni
rzeczywistych konstrukcji wg. [24]. Z nich bedziemy korzy-
stac w obliczeniach oporow pojazdow dla ustalenia wspol-
czynnika tarcia powicrzchni pudel wagonow.
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Ryvs.7. Wspdlezynnik tarcia rzeczywistyeh Konstrukeji
2.2. Opory cisnicniowe

Obliczenic oporow cisnicniowych ciala poruszajacego si¢
w plynic. sprowadza si¢ do okreslenia paramctrow przeply-
wu (). predkosci. cisnicnia i masy w kazdym punkcie ota-
czajacvm pola 1 w dowolnym czasie t.

W przypadku plynu nicscisliwego (p = const.) przeplyw
mozna uzna¢ jako w pelni analitveznie okreslony. jezeli
znane sq funkcje:

u=fi(x.v.z. 1)
v=1y(X. ¥, 2. 1)
w=1f3(X. y. 2. 1)
p=1(x. y. 2. t)



gdzie:

u, v. w - skladowe predkosci V wzdluz osi x. v. 7.
p - cisnienic.
1 - czas.

Dla obliczenia czterech niewiadomych u. v. w. p dysponuje-
my:
[) rownanicm ciaglosci:

Ow

ou ov
—4+—=0

ox oy 0z

(41

2) trzema podstawowymi réwnaniami rozniczkowymi ruchu
plynu Iepkiego i nicscislivwvego Navier-Stokes'a:

- i 5 5
a @ Icp (Cu cu cu
Hi— A —t - = A
a & « 194 px X & &
& v & lp (Gv v Ov
it e (42)
a & & @ py X & &
w w v aw _ lp [Cw Ow Ow
Hi— A e = e fr

a & @ pz \X & &)

W ogodlnej postaci powyzszy uklad rownail rézniczko-
wych nie calkuje si¢. Calkowanic staje si¢ mozliwe tylko dla
szczegolnveh przypadkow przeplywu. W celu dalszego wy-
korzystania ukladu réwnan (41) i (42) oraz dla umozliwicnia
analitveznego wyznaczenia oporow cisnieniowvch pojazdu
szvnowego niczbedne jest dokonanic zalozen upraszczajq-
cveh.

ZALOZENIA UPRASZCZAJACE

1) Rozpatruje si¢ wylacznie opory pudla pojazdu bez woz-
kow i clementow wystajacych. Ksztalty przednicj i tylnej
czesci pojazdu sa dostatecznie oplvwowe 1 nie wystgpujc
zjawisko oderwania strug warstwy przysciennc;.

2) Wplvw scisliwosci jest znikomo maly. poniewaz rozpa
trvwane predkosci sq ponizej (0.5 Macha. Masa powictrza
w kazdvm punkcie pola jest wigc stala (p = const.).

3) Przeplyw poza warstwy przyvscienng ksztaltuje sie jak dla
ruchu potencjalnego, a zatem bezwirowego. Przyjmuje
si¢. ze poza warstwq przyscienng przeplyw plynow rze-
czywistych, lepkich odbywa si¢ na ogdl tak samo jak dla
plyndw doskonalvch. Przyjecie tego zalozenia oznacza.
zc uzyskanc w wyniku obliczen parametry przeplywu na
powicrzchni ciala dotvcza w rzeczywistosci parametrow
na powierzchni warstwy przyscienncj. gdzic predkosc
odpowiada predkosci potencjalnej. Majac jednak na uwa-
dzc. ze zmiany cisnicnia w kicrunku normalnym do po-
wierzchni w warstwie przyscienncj sg znikomo male. to
przyjele zalozenie nie jest obarczone istotnym odchyle-
niem od rzeczywislosci. Swiadczy o tvim fakt. Ze cisnic-
nia mierzone przez otworki w powierzchni oplywancgo
ciala, a wigc na spodzie warstwy przysciennej, sq takie
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same jak na jej konicu. Sy wige one réwne cisnieniom od-
powiadajacvim przeplywowi potencjalnemu poza warsiwi
przyscienna.

4) Ponicwaz rozpatruje si¢ opory ruchu pojazdu szyvnowego.

poruszajaccgo si¢ ze stalg okreslony predkoscig na prze-
strzeni otwarlej. z dala od jakichkolwick innych obick-
1ow. to rozpatrywany przeplyvw bedzie przeplywem usta-
lonym, tj. nic wyvkazujacym bezposredniej zalcznosci od
czasu. Pochodna czastkowa wszystkich wiclkosci cha-

i
rakteryzujacych jest wigc rowna zcru | — = 0

ct
Przy rozpatrywaniu ruchu niecustaloncgo mozuna korzy-
stac z tej samcj analizy co dla ruchu ustalonego. stosujac
metode clementow skorficzonych. polegajacq w tvim przy-
padku na podzieleniu czasu na dostatecznie male odcinki
tak. zcbyv w tvm przedziale czasu ruch mogl by¢ trakio-
wany jako ustalony. Powyzsze zalozenia upraszczaja
rownanic ruchu i pozwalajq obliczy¢ pole predkosct i
pole cisnienn w kazdym punkcie plynu.

POLE PREDKOSCI

Polem skalarowym lub polem wcktorowym nazywa sic
okreslony obszar przestrzeni,w ktéorvim kazdemu punktowi w
kazdej chwili przypisany jest skalar lub wcktor okreslony
ciggla 1 rézniczkowalny. jednowartosciowy w rozpatrywa-
nym obszarze funkcja polozenia 1 czasu np.:

v =1l v.5t) dla pola predkosci.

p=f(xy.z1)

dla pola ci$nier.

Pola jednorodne sq to takic pola. dla ktorych we wszyst-
kich punktach w dancj chwili. wartos¢ wektora lub skalara

jest tiaka sama.

>
Aby pole predkosci v mialo potencjal musi by¢ spelniony
warunek ruchu bezwirowego (.

l1{ow Ov

W-‘ ) - _Tﬂ :O’
2\ oy o0z
1({ou ow

W, S| ——=——] =0
2\oz O
1({cév  ou

w,=—|—~ =10
2\ox oy

vdzic: we. Wy. W, - rzuly wektora predkosci katowej na osie
g N Wy Wy ) )
X, V. Z

Z powyzszych wyrazen wynika. ze:
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ou _ Ow
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ov _du




co stanowi warunek Konieczny 1 wystlarczajacy. aby wyraze-
nie rozniczkowe udx + vdy -+ wdz (lub formic wektorowg)

> >
v-ds) bvlo rézniczky pewnej funkcji (p(X, Y, Z) zwancj

potencjalem predkoscei t.
udx + vdy + wdz = dop(x,v.7) (43)
Roézniczkujgc prawq strong (43) otrzymamy:

) 2 o

18 o O«
udx+vdy+wdz:—pdx+ ' dy +Tpdz
O oy 0z

Porownujac wspolczynniki przy dz. dy. dz otrzymamy:

on
Uu=—
X
o
V== e (44)
oy
=
(
0z

Wstawiajac te wartosci w rownanic (41). otrzvmamy no-
wq postac rownania cigglosci. wyrazoncgo poprzez funkcje
potencjalu predkosci w postaci:

= Vz(p =10 (43)

gdzie: V* = V-V oznacza podwoéjng operacje Nabla.

Z polem predkoscl wigzy si¢ pojecia linii pradu. strugi i
strumicnia oraz wydatku.

Linie pradu maja tg wlasciwosc¢. zc we wszystkich swych
punktach sy stvczne do wcktorow predkosci. Podobnic moz-
na zdefiniowa¢ powierzchnig¢ pradu jako stvczne w kazdym
punkcie pola do wektora predkosci.

Zespol linii pradu wypelniajacych pevvng powierzchnig
pradu o przekroju zamknigtym zwang rurky pradu nazywa
si¢ strugy. jezeli przekroj poprzeczny jest na tyle maly. zc
rozklad predkosci w danym przekroju mozemy traktowaé jak

jednorodny. Jezeli przekroj jest na tvle duzy. ze rozklad

predkosci nic jest jednorodny. to zespdl linii pradu nazywa
Sig strumicnicm.
Z okreslenia linii pradu, z ktorego wynika stycznos¢ wektora

v(u,v,w)do odpowicdniego eclementu linii  pradu

ds(dx.dy.dz) 1 znanego 7z geometrii analityczne] warunku

rownoleglosci dwu wektorow wynika, 7zc:
dx dy dz
—=—=— (46)
u \Y w

Rownanie to nosi nazwe rownania linii pradu.

Wydatkiem objetosciowym strugi nazywa si¢ iloczyn
predkosci przez pole przekroju strugi prostopadle do wektora

predkosci. Dla dowolnego przekroju strugi dS clementarny
wydatck objetosciowy bedzie wynosil:
dQ=V-dS=Vn-dS=V-dS-cosa 47)

gdzie: n oznacza wektor jednostkowy:.

Wydatek strumienia okresla si¢ jako:
Q:JVdS:JQMS{+wBV+wd&) (48)
S $

gdzie: dSy. dSy. dS, - odpowiednic rzuty pola dS na
plaszczyzny prostopadlc do X, ¥, z.

Dalsze rozwazania wyvmagajq wprowadzenia pojecia
funkeji pradu 'V dla polencjalnego i ustalonego ruchu niesci-
Sliwego plynu. Celem uproszczenia mozna ograniczy¢ si¢ do
ruchu plaskiego.

Rownanie cigglosci (41) redukuje si¢ wowczas do postaci:

ou  Ov
cx oy

a rownanic linii pradu (46) bedzie:

dx d
= _y‘ (30)
u \%
albo:
udy - vdx =10 (&30
Z réwnania cigglosci (49) mamy:
cu v 3
—gmame (52)

ox oy

Wynika stad. Zze u i v mogy by¢ wyrazone przy pomocy pew-
nej funkcji 'V w sposob nastgpujacy:
o

Sy oy

fZ— 5 = —— (

oy Ox

Wstawiajac (33) w (52) otrzymamy:

‘N
(93]
—

&y Ty

oxdy  Oxdy’

a zatem [unkcja ‘I'(x, v) jest ciggla wraz ze swymi pochod-
nymi do drugiego rzedu wlacznie.
Podstawiajac (33) w (51) otrzymujemy:

dy +ﬂ~dx:d\|/:0, (34)
oy 15,4

oy

a po wykonaniu calkowania bgdzie:

\/ (X, y) = const. (33
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Jest to rownanic rodziny linii pradu 1 nazyvwa si¢ funkcjy
pradu.

Porownujac (33) 1 (44) dochodzimy do bardzo istotnego
dla analizy przeplywow potencjalnych wniosku:

co Oy
u = *" _—
cxX oy
St (36)
Ao o |
e
&y ox)

Z rownan (47) oraz (33) latwo wykaza¢. z¢ wydatck prze-
plvwajacy migdzy powicrzchniami pradu ‘I'} 1 9 bedzic
rowny:

\|I:

Q= jd\]/ =\, =y,

Tak wigc roznica wartosci funkeji pradu. dla dwoch sysied-
nich powicrzchni (linin) pradu. jest miarg wydatku plynu
przeplywajacego w warstwic o grubosci jednostkowej ogra-
niczongj tvmi powicrzchniami.

PRZYKLADY OBLICZEN PROSTYCH PRZEPLYWOW

Przeplvw plaski jednorodny liniowy

Zalozny. 7c potencjal predkosci przedstawiony jest funk-
cja:
¢ =ax+by (37

Zgodnic 7 wyzej podanymi zaleznosciami bedzie:

R0
u=—=a,
X
=
13
vV = ':p = b
cy
. R 2
a zatem: v=va +b™.

Obliczymy funkcje pradu. Poniewaz

dp =udy—vdx.
10

dy =ady —bdx,
stad:

\y =ay —bx,

a wicc linic pradu przedstawiajy sobg rodzing rownoleglych
prostych
(p =ay — bx = const,

nachylonych wzgledem osi x o kyt ¢, dla ktorego
v b

teo = — = —

u a

<)

16

co zostalo przcdstawione na rys. 8.

Y = const

Rys.8. Przeplvw jednorodny lmiowy

Wrydatck Q pomiedzy linig pradu V| a linig Y19 wynosi:
Q=1y, +y,

Jezeli przeplyw jest rownolegly do osi x to funkcje ¢ przed-
SLWIAJ SI¢ Naslgpujaco:

P = ax, = ay.
Zrodlo plaskic
Potencjal predkosci mozna wyrazi¢ nastepujaco:
M= /n\/x: +y:
a stosujgc wspolrzgdne bicgunowe:
o=/n-r

Zalozmy. ze wydatek sckundowy wyplywajacy ze zrodla
(rvs.9.) wynosi Q.

Y Y= const
v
P o
e b
/ 4 — ~ \
" \ \ =]

2 | ve0 1
\\/\‘\l v g
&

\
]
/
o

—

Rys.9. Linte pradu zrodia
Ustalimy zalcznos¢ pomigdzy wydatkiem zrodla Q a funk-
clamii ¢ i .
Wydatek plynu Q. wyplywajacy przez kolo o promicniu r.
WYV NOST:

Q=2x-rV, .

poniewaz.




S—— -

\4 —
cr dr
10
d¢
Q= P omor
dr
stad:
dr
do = N oF
2T T
a calkujac
= g/nr (39)
2n
Latwo réwnicz wykazaé. z¢:
W = g 0 (60)

a zatem intensywnosc¢ zrodla wyznaczona jest wydatkiem Q.

Zrédlo plaskie nalozone na przeplyw réwnoleglv

Formowanic przeplywow bardzicj zlozonych mozna uzy-
ska¢ poprzez superpozycje prostych postaci ruchu. W szcze-
golnosci nalozenie Zrddla lub ukladow zrdédel na przeplyw
rownolegly pozwala na znalezicnic szczegélnych po-
wicrzchni pradu., ktére mogy by¢é zastgpionc przcz po-
wierzchnig¢ ciala stalego. Otrzymujemy wtedy na zewnatrz
takiej powierzchni analitycznic okreslony przeplyw taki. jaki
mialby miejsce przy wprowadzeniu do przeplywu réwnole-
glego przeszkody o okreslonym ksztalcic. Najprostszy przy-
padek nalozenia Zrodla dodatniego o wydatku Q na przeplyw
rownolegly. jednostajny o predkosci V daje obraz podany na
rvs. 10).

vl —— _‘:

e -1
—// “_‘__’_(_,_q-—- ?
R — ?,-————— 2
—

e i

BN I Y 3
= i S T

Rys. 10. Linie pradu wynikajaee przy nalozeniu zrodla na przeplyw rownolegly

Punkt A linii pradu oznaczonej cyfrq "(0" okresla si¢ z
warunku, ze predkos¢ w tym miejscu musi by¢ rowna zeru. a
zatem suma predkosci przeplywu rownoleglego V i predko-
sci przeplywu zZrédlowego Vi - przeciwnic skicrowangj -
musi by¢ rowna zeru:

V+Vr=0

0
Y =y Q
or 2w,
,_dp _ Q
"o 2mr,
V+—9—:O
27r,
stad:
Q
===
2nV

Gdyby do przeplywu rownoleglego wprowadzi¢ prze-
szkodg staly o takim samym ksztalcie jak okresla linia pradu
1 = 0 ruchu zlozonego, wowczas rysunek linii -1. -2, -3.
pozostalby niezmieniony. Tak wigc polaczenie zZrodla pla-
skicgo z przeplywem réwnoleglym pozwala na odtworzenic
analitycznic oplywu ksztaltujacego si¢ dookola powicerzchni
walcowej ciala stalego o okreslonym ksztalcie geometrycz-

nvm.

POLE CISNIEN

Dla plynow niclepkich rownania Nav

upraszczajq si¢ do postaci Eulera .

iera-Stokesa (42)

Ju du  Qu u I Op
FU—+V—tW—= X ——

ot ox oy 0z p Ox

ov v v ov 1 dp

—tu_—+vV_—+W—=Y ——— 1)

ot %, cy 0z p oy

ow ow  Ow ow 1 dp
HU— A V— W =7 — —

ot Ox Jy 0z p oz

Powyzsze rownania ruchu pozwalaja na
dyvnamicznej pomigdzy predkosciag V (lub
W) a ciSnieniem p.

ustalenie relacji
skladowych u. v,

W ogolnej postaci, rownania rozniczkowe ruchu Eulera
(61) nie calkuja si¢. Tylko dla szczegdlnych przypadkdow
kiedy ruch jest potencjalny i ustalony réwnania te moga by¢
calkowane. Dla potencjalnego 1 ustalonego ruchu plynu
nicscisliwego w polu grawitacyjnym calka rownan réznicz-
kowych Eulera stanowi réwnanic Bernoulliego.

a

—+g-z+£zconst,
p

lub

—+Z+B:CODS'[,

2g i

gdzie:

| (62)

g~ z - potencjal sit cigzenia w polu grawitacyjnym,

g - przyspieszenie ziemskie,

z - kierunek pionowy ze zwrotem od srodka kuli ziemskie;.
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Réwnanic Bernoulliego stanowi réwnanie bilansu energii
mechanicznej i wyraza prawo niezniszczalnosci energii.

-

Skladnik 2— reprezentuje energi¢ kinetyczng. skladnik 7 -
g

cnergi¢ potencjalng polozenia. skladnik LA energi¢ po-
Y

tencjalng ci$nienia,

Sily cigzenia mozemy nie bra¢ pod uwage ponicwaz sq
one male w stosunku do sil ci$nieniowych. W zwigzku z tym
rownanic (62) przybiera postac:

>

pT+p =const.

“~

(63)

Posilkujac si¢ wigc powyzszym réwnaniem, znajac pred-
kos¢ w dowolnym punkcie przeplywu., mozemy obliczy¢
cisnienie (po ustaleniu warto$ci stalej rownania wychodzac z
warunkow brzegowych).
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