
Prof dr hab.inż. Włodzimierz Gąsowski 
Politechnika Poznańska 

Teoretyczne ustalanie !łerodynamicznego 
oporu pociągu 

Zwiększenie prędkości jazdy pociągów powoduje duży wzrost oporów ruchu spwodowanych opływem 
powietrza. Praca zawiera teoretyczne podstawy oblicze/, aerodynamicznych, które wykonuje się w 
procesie projektowania współczesnych pojazdów i pociągów. Zasadnicząjej część stanowi przedsta
wienie obliczeń oporów tarcia powietrza i oporów ci.�nienia oraz algorytm ob/iczd, oporów aerody
namicznych pojazdów szynowych. W pracy przedstawiono również inne problemy, które rozwiązuje się 
za pomocą aerodynamiki. 

Część I 

1. WPROWADZENIE

RYS HISTORYCZNY 

Aerodynamika pociągów, początkowo empiryczna, ma 
już swoją historię. Pierwsze badania aerodynamiczne pojaz
dów szynowych miały miejsce na początku wieku. Były one 
związane z ukształtowaniem deflektorów (wiatrownic) 
montowanych na parowozach w celu ukierunkowania dymu 
z kominów ku górze, aby w ten sposób opóżnić opadanie 
iskier na dachy wagonów, które były wówczas wykonywane 
z drewna i zapobiegać tym samym przed pożarami. W póż
niejszych latach trzydziestych, w miarę wzrostu prędkości 
pociągów, konstruktorzy zaczęli coraz bardziej zwracać 
uwagę na znaczenie oporów aerodynamicznych w całkowi 

tych oporach pojazdów. Wtedy zaczęły się pierwsze badania 
tunelowe zmierzające do określenia i zmniejszenia oporów 
aerodynamicznych pociągów. W tym samym czasie pojawiły 
się pierwsze lokomotywy elektryczne. Duża moc zainstalo
wanych silników elektrycznych przy prędkościach z reguły 
mniejszych niż 140 km/h pozwalała łatwo skompensować 
niedoskonalosci aerodynamiczne pociągów. Z tego względu 
gruntowniejsze badania aerodynamiczne zostały wówczas 
zaniechane. 

Dopiero od polowy lat sześćdziesiątych, wraz z pojawie
niem się szybkich pociągów we Francji i w Japonii, wzno
wione zostały badania aerodynamiczne pojazdów szyno
wych. Można to uznać za początek powstawania aerodyna
miki kolejowej jako nowej nauki. Nie ograniczała ·się ona 
wyłącznie do techniki eksperymentalnej ale równocześnie 
zaczęła korzystać z symulacji obliczeniowej. Nazwa „aero
dynamika" pochodzi od złożenia dwóch słów greckich: 
„m:poa (aeros) oznaczającego powietrze i 
.,8111oa�LtK0a" - (dynamicos) th1maczony jako „posiadający" 
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SJI . Zatem aerodynamika jako nauka zajmuje się rozpatry
waniem zagadnień. w których powietrze posiada zdolność 

nn go oddziaływania na rozpatl)"l1/any obiekt. 
Oddziaływanie takie może mieć miejsce tylko wtedy, gdy 

następuje opływ obiektu stmgą powietrza. 
W latach siedemdziesiątych zbudowano w tych krajach 

tunele aerodynamiczne specjalnie dostosowane do badai1 
kolejowych. Głównie wykorzystywano jednak do tych celów 
istniejące tunele lotnicze. Kraje te, które najwięcej osiągnęły 
w zwiększaniu prędkości jazdy dalej pracują nad polepsze
niem aerodynamiki pociągów [3, 4, 11, 17, 20, 21, 24, 25, 
26]. 

W Polsce aerodynamiką kolejową zaczęto się interesować 
w latach siedemdziesiątych [l, 13, 14]. 

W następnym dziesięcioleciu, m.in. na skutek ustabili
zowania się prędkości pociągów eksploatowanych przez PKP 
na poziomie 100-d20 km/h, bez aerodynamiki można było 
się obejść. Na początku lat dziewięćdziesiątych. kiedy w 
Ośrodku Badawczo-Rozwojowym Pojazdów Szynowych w 
Poznaniu przystąpiono do projektowania wagonów i loko
motyw do jazdy z prędkością 200 km/h, zainteresowanie 
aerodynamiką kolejową ożywiło się [5, 6, 7, 8, 9, IO]. 

Rozwój Numerycznej Mechaniki Płynów (NMP) i dostęp 
do coraz potężniejszych komputerów spowodowały, że obok 
badań modeli fizycznych w tunelach aerodynamicznych 
zaczęto badać opływy pojazdów drogą symulacji numerycz
nej. Od końca lat osiemdziesiątych coraz częściej sięgano do 
metod symulacji numerycznej dla rozwiązania problemów 
aerodynamicznych pojazdów szynowych. Obie metody ba
dai'l: numeryczna i eksperymentalna stały się od tego czasu 
komplementarne. 

PROBLEMY ROZWIĄZYWANE ZA POMOCĄ AERO
DYNAMIKI 

Konieczność sięgania do analiz i badai'l aerodynamicz
nych występuje na wielu etapach projetowania wspólcze
snych pojazdów szynowych i wiąże się z rozwiązywaniem 
problemów energetycznych, ergonomicznych, ekologicznych 
i konstrukcyjnych. W szczególności dotyczy to takich za
gadnień jak: 
l. Zmniejszenie zapotrzebowania energii na wykonanie pra

cy przewozowej. W ślad za tym zmniejszenie mocy silni
ków lokomotyw i jednostek trakcyjnych.

2. Zapewnienie efektywnego chłodzenia silników trakcyj

nych. Można to osiągnąć poprzez usytuowanie wlotów i
wylotów powietrza w miejscu korzystnego gradientu ci
, nień na powierzchni pojazdu. 

�. Zape11nieme stabilnej pracy pantografów. Wiąże się to z 
1 b �1Uowaniem w strefie ustabilizowanego przepływu i 
takim uk ztaltowaniem jego geometrii, żeby uzyskać sta
biln� doci k do przewodu jezdnego. 

➔. Zmmep.:::eme poziomu hałasu wewnątrz jak i na zewnatrz

pociągu Prz) prędkościach przekraczających 200 km/h
glo-wnym źródłem hałasu oprócz układu kolo-szyna, jest 
o-p�"' pm-..i trza. Jego intensywność zależy od geometrii 
pojazdu a szczególnie od powierzchni i kształtów jego 
przedru J 1 �In� z ści. 
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5. Zmniejszenie amplitudy fal ciśnienim�vch podczas prze
jazdu pociągu przez tunel. Ma to zasadniczy wpływ
odczucie bólu w uszach i samopoczucie pasażerów. P
dobnie jak z hałasem główny wpływ na to ma geome
części czołowej i końcowej pociągu, stan powierzc
zewnętrznej całego składu oraz geometria tunelu.

6. OkreHenie minimalnej odleglo.ki między osiami równole

glvch torów ze wzgledu na wzajemne oddziaływanie a
rodynamiczne mijających się pociągó,v.

7. Optymalne ukształtowanie geometrii przedniej szyby po
jazdu tak,aby zminimalizować ilość uderzających o nia
owadów i tym samym poprawić widoczność.

8. Poprawa warunków klimatycznych pasażerów. Wiąże i to
z kontrolą i rozkładem pola prędkości i temperatUI)' "
wnątrz klimatyzowanych wagonów.

ROLA BADAŃ AERODYNAMICZNYCH W ROZWOJC 
POJAZDÓW SZYNOWYCH 

W miarę wzrostu prędkości udział oporów aerodyna
micznych w oporach całkowitych pojazdu wzrasta w spo ób 
decydujący. Na rys. I przedstawiono zależność mocy ni -
zbędnej dla pokonania oporów tarcia mechanicznego i opró, 
aerodynamicznych od prędkości jazdy dla francuskiego po
ci,w1, składającego się z lokomotywy elektl)'CZnej i trz h 
wagonów pasażerskich, który osiągną! prędkość maksymalna 
331 km/h [23]. 
Moc niezbędna na pokonanie oporów tego pociągu wyraża 
się następującą zależnością: 

R( V) = 500+ 0.045 V2 [kW] 
V = O 400 [km/h] 

Moc na pokonanie samego tarcia: 
F(V) := 500 + 2 · V[kW] 

O ile przy prędkości 50 km/h moc potrzebna dla pokona
nia oporów aerodynamicznych jest pomijalnie mała, to przy 

prędkości 100 km/godz stanowi już około 30 % mocy nie
zbędnej, a przy prędkości 300 km/h przeszło 80 %. 

Z tego wyrażnie wynika, że z punktu widzenia energe
tycznego badania oporów aerodynamicznych pojazdu szy
nowego są już celowe przy prędkościach około 100 km/h a 
powyżej tej prędkości stają się konieczne. 

Badania aerodynamiczne, zarówno teoretyczne jak eks
perymentalne, pozwalają na poznanie wpływu poszczegól
nych parametrów geometrycznych pojazdu i jego elementów 
na charakter jego opływu i istniejące wokół niego pole pręd
kości i ciśnień, a co za tym idzie na jego opory ruchu. Sta
nowi to bazę rozwi,1zania wyżej wymienionych problemów 
i optymalizacji konstmkcji z punktu widzenia aerodyna
micznego i energetycznego. 
Obliczenia trakcyjne pojazdów szynowych wymagają znajo
mości oporów całkowitych pojazdów. Błędy popełnione w 
obliczeniach oporów prowadzą do błędnego założenia 
mocy silników trakcyjnych oraz do odchyleń pomiędzy obli
czonymi a rzeczywistymi charakterystykami trakcyjnymi. 
Brak znajomości pola prędkości i ciśnien nie pozwala opty
malnie usytuować wloty i wyloty powietrza chłodzącego do 
silników, korzystnie ukształtować przednią szybę pojaz
du,usytuować pantografy w najkorzystniejszym miejscu itd. 
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Rys. I. Moc niezbędna w funkcji prędkości 

Przy małych prędkościach, kiedy udział oporów aerody
namicznych w oporach całkowitych jest mały, nawet duże 
błędy w oszacowaniu oporów aerodynamicznych nie powo
dują dużych niedokładności obliczeniowych. Zupełnie ina
czej rzecz się ma kiedy udział ten staje się dominujący. 

Przedmiotem rozważa11 aerodynamiki teoretycznej są 
głównie ciała opływowe o gładkiej powierzchni pomszające 
się w niezakłóconym ośrodku i z dala od ziemi i innych 
obiektów. Sytuacja się zmieniła od momentu pojawienia się 
komputerów dużej mocy pozwalających rozwiązywać nume
rycznie różniczkowe równania opływu Naviera-Stoksa dla 
przepływu ściśliwego i lepkiego. 

Zarówno dla pojazdów szynowych, jak i dla innych po
jazdów i statków latających, zachodzi konieczność uwzględ
nienia nierówności powierzchni, wystających elementów, 
wpływu ziemi oraz, w niektórych przypadkach, zakłóceń 
przepływu od innych pojazdów czy blisko znajdujących się 
obiektów. 

• Przed pojawieniem się NMP uwzględnienie oporów wy
wołanych tymi czynnikami było prawie niemożliwe. Meto
dami klasycznymi można było rozwiązywać zadania dla ciał 
opływowych i przepływu potencjalnego. Dla rozwiązywania 
praktycznych problemów uciekano się do aerodynamiki 
eksperymentalnej. Eksperymentalna aerodynamika, badając 
rzeczywiste zjawiska a nie ich uproszczone modele, pozwala 
uogólniać wyniki badań i uzupełniać luki teorii. 

Często aerodynamikę eksperymentalną nazywa się nauką 
o współczynnikach doświadczalnych, jest ona bowiem ściśle 
związana z aerodynamiką teoretyczną, bez której wyniki 
badań nie mogłyby być w pełni wykorzystane. Dziś dzięki 
kowych, 
- zmniejszenie ilości zespołów i elementów konstmcyjnych 
wystających poza obrysem pojazdu, 
- unikanie nierówności i uskoków konstmkcyjnych ze
wnętrznych powierzchni. 

Należy się liczyć z faktem, że wymienione kiemnki 
zmnieszenia oporów aerodynamicznych pojazdów wiążą się 
ze skomplikowaniem konstmkcji i wzrostem kosztów ich 
produkcji. Dlatego też poprawa aerodynamiki pojazdów 
szynowych musi być rozpatrywana w kontekście kosztów 
globalnych tj. produkcyjnych i eksploatacyjnych. 

Badania oporów aerodynainicznych pojazdów szynowych 
prowadzi się zarówno w tunelach aerodynamicznych jak i 
metodami numerycznymi. Metody numeryczne stosuje się w 

możliwościom NMP, aerodynamika teoretyczna i ekspery
mentalna są naukami doskonale się uzupełniającymi. 

W praktycznych obliczeniach aerodynamicznych opemje 
się wieloma współczynnikami doświadczalnymi, wziętymi 
bądź ze specjalnie przeprowadzonych w tym celu badań lub 
z publikowanych danych eksperymentalnych. 

Umiejętność dobom współczynników w obliczeniach ae
rodynamicznych stanowi jeden z ważniejszych wamnków 
poprawności uzyskanych wyników i skutecznej weryfikacji 
oblicze11 wykonanych metodami NMP. 

Szeroka znajomość literatury specjalistycznej, wyników 
bada11 różnego typu zajwisk i obiektów, przeprowadzonych 
na świecie przez dziesięciolecia, w połączeniu ze zrozumie
niem sensu fizycznego teorii i umiejętnością wyszukiwania i 
korzystania z analogii zjawisk, determinują dokładność 
dobranych współczynników doświadczanych. 

Często uciekamy się do prowadzenia własnych badań 
specjalistycznych (pomimo, że podobne badania zostały już 
prawdopodobnie przeprowadzone i opublikowane) żeby 
uniknąć w ten sposób konieczności przeprowadzenia praco
cl1lonnych i żmudnych badań literaturowych. Pozwala to 
jednak uzyskać wyniki bardziej wiarygodne i gromadzić 
rezultaty własnych doświadczeń. 

Pomimo, że aerodynamika rozwiązuje różne problemy to 
nadal głównym jej zadaniem jest zmniejszenie energii po
trzebnej do wykonania pracy przewozowej lub zwiększenie 
prędkości przy zadanej mocy (dla statków latających również 
zwiększenie siły nośnej). Cel ten można osiągnąć wyłącznie 
poprzez zmniejszenie oporów mchu, w tym dla szybkich 
pojazdów i statków, głównie oporów aerodynamicznych. 

Zmniejszenie oporów aerodynamicznych pojazdu szyno
wego można osiągnąć poprzez zastosowanie takich rozwią
zai1 konstmkcyjnych jak: 
- nadanie opływowych kształtów przedniej i tylnej części 
pociągu, 
- zmniejszenie przekroju poprzecznego lokomotyw i wago
nów, 
- zastosowanie osłon przednich wózków i oprofilowanie 
pozostałych, 
- zastosowanie osłon wyposażenia podwagonowego, 
- zmniejszenie odległości między wagonami i oprofilowanie 
przejść, 
- umieszczenie różnych elementów wyposażenia w oprofilo-

wanych obudowad1 lub wewnątrz pojazdu, 
- zastosowanie dobrze oprofilowanych wlotów i wylotów 
wentylacyjnych, 
- zastosowanie dobrze oprofilowanych pantografów połów 
początkowej fazie projektowania kiedy trzeba wybierać i 
optymalizować rozwiązania konstmkcyjne. Badania tunelo
we natomiast służą weryfikacji obliczeń i dopracowaniu 
konstmkcji oraz wyjaśnieniu tych zjawisk, których matema
tyczne modelowanie jest niecelowe. 

W zakresie bezpieczeństwa mchu szybkich pociągów ist
nieje szereg problemów wymagających rozwiązań na drodze 
badań aerodynamicznych. Należą do nich zagadnienia wza
jemnego oddziaływania mijających się pociągów, wielkości 
amplitudy ciśnieniowej i jej propagacji podczas wjeżdżania 
pociągu w tunel, wpływu pędzącego pociągu na stojące w 
pobliżu obiekty i ludzi itp. Badania modelowe tych zjawisk 
w tunelach sa tmdne ze względu na niestacjonarny charakter 
przepływu i złożoność dotrzymania wamnków brzegowych. 



Jeszc7.c kilkanaście lat temu, jedynym realnym sposobem 
badania tych zjawisk były badania ruchowe pociągów. Dziś 
dzięki metodom numerycznym i mocom obliczeniowym 
komputerów problemy te rozwiązL�je się przy pomocy mode
lo,vania matematycznego. które pozwala określić parametry 
przcplvwu, tj pole prędkości i ciśnie11 na powierzchni 
obiektów i w każdym punkcie rozpatrywanej przestrzeni. 
Poszerza to znacznie możliwości uzyskania różnorodnych 
vvyników badai1 przydatnych w procesie projektowania i 
eksploatacji pojazdów. 

2. TEORETYCZNE PODST A WY OBLICZEŃ AERO
DYNAMICZNYCH 

2.1 Opory tarcia aerodynamicznego 

Opory tarcia spowodowane są lepkością płynu opływają
cego ciała stałe i występują w tzw. warstwie przyściennej, ą 
cienkiej warstwie płynu w bezpośredni�j bliskości po
wierzchni ciała stałego, w której występuje gradient prędko
ści w kiemnku normalnym do tej prędkości. Wielkość sil 
tarcia zależy od zjawisk występujących w tej warstwie. Zło
żony mechanizm powstawania warstwy przyściennej i 
kształtowania się przepływu w warstwie, można w sposób 
uproszczony przedstawić następująco. 

Na skutek zjawiska adhezji elementy płynu bezpośrednio 
stykające się z powierzchnią ciała stałego przyczepiają się do 
tej powierzchni, tak że ich prędkość względem ciała jest 
równa zem. Przejście od zerowej wartości prędkości względ
nej do prędkości przepływu istniejącej w pewnej odległości 
od ciała, odbywa się w sposób ciągły. Gradient prędkości 
av 
- - w warstwie przyściennej maleje ze wzrostem odległości 
on 

od powierzchni ciała. Gmbością warstwy przyściennej na
zy,vamy taką odległość od powierzchni ciała, dla której 
prędkość cząsteczek powietrza warstwy jest bliska prędkości 

av 
nabiegającego powietrza tj. dla której -- "" O . 

an 

Zwykle przyjmuje się gmbość warstwy przyściennej jako 
tę odleglość, w której panuje prędkość równa 0,99 prędkości 
nabiegania powietrza. Jeżeli nie występuje zjawisko oderwa
nia stmg, przepływ poza warstwą przyścienną kształtuje się 
jak dla mchu potencjalnego. Poza warstw;\ przyścienną 
przepływ płynó,v rzeczywistych odbywa się na ogól tak samo 
jak dla płynów doskonałych, tj. lepkich i nieściśliwych. Gru
bość warstwy przyściennej nie jest stała, a narasta stopniowo 
w miarę oddalania od punktu wejścia. Ruch w warstwie 
przyściennej może mieć charakter laminarny, turbulentny i 
częściowo laminarny, częściowo turbulentny (mieszany). 

Ruch laminarny charakteryzuje się tym, że ruch elemen
tów jest uporządkowany i warstwowy i nie ma wymiany 
elementów płynu między sąsiednimi warstwami. 

W przypadku mchu tmbulentnego istnieje intensywna 
wymiana elementów płynu między sąsiednimi warstwami, 
stąd mch ma charakter nieuporządkowany, zawirowany. 

Najczęściej mamy do czynienia z mchem mieszanym ą z 
takim ruchem w warstwie przyściennej, kiedy na pewnym 
odcinku występuje ruch laminarny przechodzący następnie w 
ruch turbulentny. Przejście warstwy laminarnej w warstwę 
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turbulentm\ odbywa się stopniowo. W praktyce jednak wy
godnie przyjąć, że zmiana odbywa się w określonym punkcie 
nagle. 

Doświadczenie wykazuje, że położenie punktu przejścia z 
ruchu laminarnego w turbulentny zależy od prędkości prze
pływu i od kinematycznego wspplczynnika lepkości plvnu. a 
w warunkach rzeczywistych zależy również od turbulentno
ści ośrodka i nierówności powierzchni ciała. 

Znajomość tego punktu jest istotna dla obliczenia oporów 
tarcia. Liczba Reynoldsa, przy której następuje przejście 
warstwy laminarnej w turbulentm1. nazywa się krytyczną 
liczbą Reynoldsa: 

V-X Re = T 
kr 

gdzie: V - prędkość przepływu [m/s]1 
v - lepkość kinematyczna [m /s], 
XT - odległość od początku płyty do punktu przej

ścia w warstwę turbulentną [m] 

Doświadczenia \\/)'kazały, że krytyczna liczba Reynoldsa 
jest wielkością stalą i wynosi dla spokojnej atmosfery i glad-
ki�j płyty Re kr ;:::; 2 · 106 

, co przy prędkości V = I 00 km/h 

=27.8 m/s I v = 1,45 · 10-' 11/Js odpowiada długości XT 
= 1,04 111. 

OBLICZENIE WSPÓŁCZYNNIKA OPORU TARCIA 

Zgodnie z prawem Newtona naprężenie styczne wystę
pujące pomiędzy płytą a omywającym płynem lepkim wyraża 
się następującą zależnością: 

gdzie: 

'' µ(:t, (I) 

µ - współczynnik lepkości [N s/1112] 
u - prędkość w warstwie przyściennej [m./s] 

Elementarna siła działająca na płytę: 

dQ = 1 · dF = µ( ou) . · dF (2) 
O'j y=U 

gdzie: F - powierzchnia omywana płyty. 

Dla płyty o długości 1 i szerokości jeden. omywanej dwu
stronnie: 

dQ = 21:dx, 
a zatem 

I 

Q = 2 f 1:dx (3) 
o 

Obliczenie oporu tarcia płyty polega na określeniu zależ
ności prędkości w warstwie przyściennej od współrzędnych � 
i x, �i- na ustaleniu rozkładu prędkości prostopadle i wzdłuż 
płyty (rys.2). 

Przybliżoną metodę badania przepływu w warstwie przy
ściennej i określenie oporów tarcia powierzchniowego daJ 
zastosowanie zasady ilości mchu, wg. której zmiana iloś 



ruchu w określonym kierunku ró\\ na _jest s i le  dz i a l a_j ,1ce_j w tym samym kierunku . 
y j 

I 
V 

V-

""i X 

Rys. 2. Warstwa przyścienna na płycie płaskiej 

Rozpatrzmy niesk01iczenie szeroką płytę usta loną pod zerovvym kątem natarci a ( rys . 3 )  

P • � - dx 
O x  

V 

_x ___ A..,..._ dx  
o 

Rys. 3. S i ły  dzia łające na element płvnu w warstwie przyści ennej 

W odległości x od początku plyt·y wydziel imy e lement warstwy przyściennej długości dx i szerokości równej jedności . Rozważmy powierzchn ię  kontrol ną ograniczoną odc in kami AB,  BC.  CD i AD . Rozpatrnjemy przepływ p laski usta l ony płynu nieściś l i wego . Obliczymy zmiam;: pędu w obszarze ABCD w jednostce czasu. W tym celu wprowadzimy następujące oznaczeni a :  d(mv) - elementarna zmiana pędu (mv)AB - pęd płynu wpływającego przez ściankę AB (mv)BC - pęd płynu wplywaj,\cego przez ścia nkę BC (mv)cD - pęd płynu wpływającego przez ściankę CD 
Zmiana pędu vvynies ie :  

gdzie : 
stąd : 

d (mv) = (mv)cD - (mv)AB - (mv)BC 
o o (mv)AB = f pudy · u = f pu 2dy 
I )  u 

(mv)cD = f pu 2 dy  + a [J pu 2 dy]dx 
l i  ax () 

u = prędkość w warstwie przyściennej ó = grnbość warstvry przyściennej 
(mv)cD - (mv)AB = - f pu -dy  dx a [ 0 ? ] 

ox. o 

(4 )  

( 5 ) 

Wie lkość (mv) okreś l amy wychodząc z wanmku ciągłości (zak ladaj ,\c p = const . ) .  Speł nienie wamnku stałości masy w obrębie obszam ABCD wymaga, aby różnica wydatków przez ścianki CD i AB była zrównO\rnżona ,,vydatkiem przez ściankę BC .  Wydatek masy wplywaj,\cy przez AB będzie :  
o 
f pu dy ,  
o 

Natomiast wydatek masy wypływającej przez CD będzie :  
6 óu f p(u + - dx)dy, 
o ox. 

stąd różn i ca wydatków ,rynies ie :  
f p( óu dx)dy = _g__[f pu d y}x,  
o ax ax u 

Pęd masy wypływającej przez ściankę BC wyniesie: 

Wstawiając vryrażenia (5) i (6) w (4) otrzymamy: 
(6 )  

d(m v)  = a [J pu 2dy]dx - p V _g__[f udy:dx (7) 
ax o  ex. u  

Wyrażenie  (4) przedstawia zmianę pędu wzd-h1ż osi x w jednostce czasu. Zmiana ta wywołana jest silami zewnętrznymi : c iśnieniowymi na ściankach AB i CD oraz siłą styczIlc\ na ściance AD. S i ły styczne na  ściance BC n i e  występują ponieważ jest to gra n ica warstvry gdzie :  

Ciśn ien ie na ści ance AB vrynosi p ,  natomiast ciśnienie na ścia nce CD vrynosi : 
ap p + - · dx 
ox. 

Różn ica ci śnie!'1 na ściankach CD i AB będzie : 

a różnica s i l :  
ap - - - dx 
ax 

(8) 

9 



L\P = -8 óp - dx 
ax 

Si ła styczna na ścim1ce AD wynosi :  

(9) 

( I O) 

Porównując zmianę pędu (7) z si łami, które je wywol11ją (9) i 
( I O) otrzymamy : 

ap (au) a 6 
2 a 0 -8 - - µ - = -f pu dy - pV-f udy 

ax ay y=o ax o ax o 

Ponieważ przy opływie płyty pod zerovvym kątem natar

c ia c iśn ienie wzdłuż płyty jest sta le . a zatem ap = O .  to 
ax 

ostatecznie otrzymamy: 

{&J O 6 
? O I> - r = -; - =-f  p,1-dy - pV- f udy Oj y-O & o  & o ( 1  l )  

Dla wykorzystania za leżności ( 1 1 ) trzeba znać rozkład 
prędkości w warstwie przyściennej ,  u (y) .  Im  bl iższa jest 
za łożona funkcja rozkładu prędkości rzeczywistemu rozkła 
dowi. tym uzyskane wyniki są  ściślej sze. 

WARSTW A PRZYŚCIENNA LAMINARNA 

W ślad za wieloma badaczami, j ako funkcje rozkładu 
prędkości dla warstwy przyściennej laminarnej .  przyjęto 
wielomian. w którym współczynnik i  są tak dobrane aby 
zosta ły spełnione wamnki brzegowe i które w ogólnym 
przypadku zależą od odległości x .  tj . :  

2 3 4 u = a(x)y + b(x)y + c(x)y + d(x)y + . .  . ( 1 2)  

Doświadczenie wykazało, że ograniczenie się do dwóch 
pierwszych członów daje  dostatecznie dobrą kore lację z 
eksperymentem. Przyjęto więc ostatecznie funkcję rozkładu 
prędkości postaci : 

2 
u = a(x)y + b(x)y ( 1 3 ) 

Znaczenie współczynników a(x) i b(x)  obliczymy wycho
dząc z warunków przy ściance i na gran icy warstwy tj . 
- na ściance przy y = O prędkość u = O 
- na granicy warstwy przy y = 8 prędkość 

u = V; (au) = O  
ay y=B 

Różn iczkując ( 1 3 ) i wstawiając y = 8 otrzymamy:  

10 

( a.i J = [a(x) + 2b(x)y L=6 = a(x) + 2b(x)5 = O Oj y=c 

a wstawiając w ( 1 3 ) y = 8 otrzymamy: 

2 V = a(x)8 + b(x) 8 

Z rozwiązan ia  równań ( 1 4) i ( 1 5 ) otrzymamy: 

V a(x) = 2 -8 
V b (x) = - 5 2 

( 1 5 ) 

Z powyższego wynika. że w danym przypadku wspó·l 
czynnik równania nie zależy od x. 
Wstawiając znaczenie współczynników w ( 1 3 ) otrqmamy : 

( 1 6 )  

Grubość warstwy przyściennej wzrasta ze  zwiększeniem 
odległości x tj . 8 = f(x) . 

Chcąc usta l i ć  tę za leżność należy rozwiązać równanie 
całkowe ( 1 1 ) korzystając z zależności ( 1 6) .  Zadanie to roz
wiązujemy w następującej kolejności ; 
1 .  Różniczkujemy ( 1 6) i mnożąc na µ określa my µ(au) 

ay y=O 

2 .  Obli czamy ca łki  wchodzące w równaniu ( 1 1 )  wstawiając 
znaczenie u wg. ( 1 6 ) .  
3 .  Różniczkujemy otrzymane za leżności względem x otrzy-

aB 
mując tym samym zależność, w której wchodzą a i -

ax 
-1-. Porównując za leżności otrzymane w punkcie 1 i 3 i roz

wiązując względem 8 otrzymamy ostatecznie 

5 = 5 477
✓v - x  

, 
V 

( 1 7) 

Znając rozkład prędkości oraz za leżność 8 = f(x) możemy 
określ ić wielkość naprężenia stycznego -c .  
Różniczkujemy ( 1 6) względem y :  

d l a  y =O 
au 2V 
ay 8 ' 

a zatem 



Wstawiając w ( 1 8) za leżność ( 1 7) otrzymamy : 

2V 2
µ

V /V 
'C

=
�l 

w
· X  = 5,477 · � � , 

5,477 -
V 

i ostatecznie :  

, = 0,3 6 5✓ µp
x
V' 

Wstawiając ( 1 9) w (3 ) otrzymamy: 

I �s dx 
Q = 2 · 0,3 6 5-y µp V 

O 
..Jx. ,  

stąd :  

Q = l,46V 1
•

5 -Jl · µ - p 

( 1 8 ) 

( 1 9) 

(20) 

Jak więc widać siła tarcia w laminarnej warstwie przyścien
nej jest proporcjonalna do prędkości w potędze 1 , 5 i po
wierzchni w potędze 0 ,5 .  
W praktyce siłę tarcia Q wyraża się poprzez współczynnik 
tarcia C l : 

gdzie :  

pV2 pV2 
Q = C · - · F  = C  · - · 2L · l 

t 2 t 2 

F = powierzchnia omywana płyty 
L = długość płyty 

Q 
e t  = --2--

pV 
- 2L 

2 

(2 1 )  

'stawiając (20) w (2 1 )  i odpowiednio przekształcając 
rmujemy wzór na współczynnik tarcia w następującej 

postaci : 

C = 
1,46 

t JRe (22) 

· a  warstwy przyściennej laminarnej dają nieco od
•mJ1rn:r1e zależności a mianowicie : 

0 = 5 83J V · X  ' 
V 

(23 )  

, = 0, 3 82✓µp
x
V' 

1, 3 3  

JRe 
WARSTWA PRZYŚCIENNA TURBULENTNA 

(24) 

(25 )  

W przepływie turbulentnym prędkość rzeczywista w do
wolnym punkcie przepływu jest zmienna i ma charakter 
pulsuj ,1cy, dlatego mówiąc o prędkości w danym punkcie 
przep ływu turbulentnego rozumiemy pewną średnią pręd
kość przepływu. 

W wyniku doświadczalnych badm1 przepływu w warstwie 
przyściennej turbulentnej stwierdzono, że rozkład prędkości · 
kształtuje  się wg. następującej zależności :  

(26 ) 

natomiast naprężenie tarcia wynosi : 

1: = 0,0225pV
2 (�)

4 (27) 
V - 8  

Zgodnie z ( 1 1 )  naprężenie tarcia \-vyraża się następującym 
równaniem : 

a s ? va 0 

-1: = -f pu -dy - p - f  u dy 
ax () 

ax
o 

Obliczymy wchodzące w (28) całki 

(28) 

Wstawiając powyższe znaczenie całek w wyrażenie (27) 
otrzymamy: 

(29) 

Porównując (27) i (29) będzie :  

_!___ v 2 ao = o o225 v2 (�) 4 , 
72 P 

ax ' p 
V8 

1 1  



a dal j · lkuJą I prLe · ta l ają o ta tec;.n ic 1.a lcżność bc;
dzie m ia ł a  po ta · : 

4 
· X ' (30)  

Obl iczymy wspólczynn ik  tarcia d la  warstwy turbulen tnej 
wstawiając we wzorze (3 )  znaczen i e  1: ( 27 ) ,  otrzymamy :  

podstawiajc\C znaczenie 8 (30) 

Z wzoru ( 3  l )  widać. że w warstwie turbulentnej opór tar
cia jest proporcjona l ny do prędkości w potędze 1 . 8 i po
wierzchni  w potędze 0, 8 .  
Tak j ak  poprzednio można ·wyrazić opór tarcia poprzez 
wspólczy1mik tarcia :  

y2  y2 
Q = C p - F  = C p - 21 - I 

l 2 l 2 
(3 2) 

Porównując (3 1 ) i ( 32 )  oraz przekszta ł cając otrzymamy : 

C = 0 072 R e  5 
l ' (3 3 )  

D o  \viadczen ic  wykazało .  że wspólczynnik 0 ,072 jest nieco 
za mały i że na leży przyjąć : 

I 

c l = 0,074 R e  ' (34) 

Dla l i czb Reynoldsa przekraczających Re > l0
7 

przyJmuJe 
i za leż no · ć: 

0,45 5  
(!g R e)2 s s  

( 3 5 )  

\\'AR TWA PRZYŚCIENNA M IESZANA 

ajczc;ści ej prz y opływan iu  ciał ma się do czynienia z 
w ar- wą przyścienną mieszaną rys . 4 .  

Jeżel i przez Rekr oznaczyć wartość l i czby Reynoldsa, d l a  
której następuje przejście od  ruchu l aminarnego do  mchu 
urbulent n go w warstwie przyściennej to: 

u 

R e
k
, •  v 

V (36 )  

Opór t a rc ia p łyty o długości I i szerokości równej jedno
k lada ię z opom tarc ia  na części p łyty Xkr wzdłuż której 

wa rstwa przyścienna jest l am i narna i opom tarcia na części 
(I - Xkr) odpowiadającej turbu lentnej warstwie przyściennej .  

X 

Rys. 4. Sd1emat warstwy przyś�i�nnej mieszanej 

Oznaczając przez: 
Q1 i C1 - opór i ,vspólczynn ik opom tarcia przy nli.eszane:1 
warstwie przyściennej ,  
QtT i Cn - opór i wspó lczynnik opom tarcia prz y warstwie 
przyścicnne:j t urbu lentnej ,  
Qt/ i Ct1 - opór i współczynnik opom tarc ia  przy warstwie 
przyściennej laminarnej ,  

można napisać: 

gdzie :  

Qt = QtT - (QtT - Qu)xkr (3 7) 

oznacza różnice oporów ponliędzy warstwą przyścienną 
turbu len tną i laminarną na odcinku Xkr 

Wyrażając poszczególne składowe zależności (37) po
przez współczynn iki tarcia otrzymamy: 

pV2 

Q = C - - / - 1  l 
l 2 

pV 2 

Q tT = C tT -- . / . ]  2 

Wstawiając powyższe wartości do wzoru (37) i odpo
wiednio przekszta łcając będzie :  

ponieważ xkr Re k„ 
I Re 

to 

c, = c,T - (C IT - c,J Rekr 
Re 

(3 8 ) 

(3 9 ) 



Podstawiając ,,· ( 3 9 )  znaczen ie  wspólczy n n ików CtT i C 1 1 z 
(25 )  i ( 34) ot rzymamy : 

1 ( I l ) R c
l 
=Q074Re :i _  Q074R� .. 5 -i33R� 2 R: (40) 

Dla obl iczen i a  oporów t a rc i a  pot rzebna jes t  znajomość kry 
tycznej l iczby Reynoldsa . 

Przy opływie pojazdów szy nowych.  z uwagi  na ich 
kszta ł ty ,  moż.na przyjąć. że warstwa p rLyśc i enna jest całko
wicie twbu .len t na .  a zatem.  że Xk r  = O i Rekr  = O . 

W praktyce przy obl i cza n i u  oporów tarc ia p ły t  zamias t  
wyżej podanych wzorów wygodniej jest korzystać z ,vykrc
sów podających za leżność wspólczy nn ika oporów tarc i a  od 

X k  l i cz.by Reynoldsa dla różnvch _·_r . Za leżność l ę  - wg. L 2 7] -. . . I . 
przedstawia rys .  5 .  

1 1 1 l<)-------�---------� 

L 
_j 

1 1 0u -- --�--- -� -- , 

1 1 L---�----'---------'----' 
r, 'J I U  

R:;s. 5 .  Za leżność wspól�zym1 ika tarc i a  od Re d la  -�kr' I  •· (J 

OPORY TARC I A  SZORST K I C H  .1 RZECZY W I STYCH 
POW l E RZCH N I  

Powyższe rozważan i a  teoretyczne dotyczą p ły t  g ładk ich .  
tj . t ak ich .  d l a  k tórych szors tkość_ -jJowicrzchn i  m i e rzona 
" tg lędną gr nbośc i ą  ziarna h/1 � LO  . P rzy większej g rubo
· c i  ziarna ma się do czyn ien ia  nic ty lko 1. "czystym "  t a rc i em 
powodow m1y m l epkością p łynu a l e  dodat kowo ze  7jawisk iem 
l oka l nych m ik rooporów c i śn ien iowych spowodowanych 
w ystającym i  t. i arnam i .  Chcąc rozróżn ić  te  dwa rodzaje opo
rów w prac y  1 24] okreś la s ię p ierwsze jako opory t a rc ia  
" fri t i ona l  resi stance" a d rugie jako opo ry powierzchn i owe 
powodowane szorstkośc ią " sk in  d rag  - due to roughncss" . 

Mówiąc da l ej o oporach  t a rc i a  będzie m y  wy l :1czn i e  m ie l i 
na uwadze opory spowodowane szorst k im i  powicrzc lrn i am i .  
Opory t a rc ia  szorstk ich powierzchn i  okreś la s i ę  na podstawie 
do 'wi adcze11 . W cel u  określen i a  zależności wspólczy1m ika 
tarc ia  od l iczby Reyno ldsa dla różnych szorstkości po
,, ie rzclrn i  korzysta się z płyt pokrytych równom iernie  ziar
nami p iasku o różnej średnicy . Na  rys . ó .  przedstawiono 
111 l cżność wspólczyrntika tarcia p ły t )  od l iczby Reyno ldsa 
dla różnych względnych średn i c  z iaren p iasku k// uzyska 1 1 c 1  
drogą badań p rzez N ikuradse'go [ 24 1 .  

Powierzchn ie rea l nych kons t rukcj i  n i c  posiadaj ,\ równo
m i ernej szorstkośc i . Za równo wysokość n ierówności jak i 
gęstość ich rozłożenia na powierzchni są różne. Powoduje to  
odmic 1 1 1 1 c  mm,nki przepływu w warstwie przyśc iennej n iż 
m ia ło  to m it::i sce w badaniach N ikuradsc'go. Stąd za i s t n i a ł a  
kon i cC1.ność prowadzen ia odrębnych pomiarów wspólczyn
n i ka t a rc ia  d l a  różnych sta nów powierzchni  rzeczywistych 
konstrukcj i .  Na rys . 7 .  p rzedstawiono wyn ik i  bada11 oporów 
t · 1 rc i a  przeprowadzonych dla różnych stanów powierzchn i  
rzeczywis l)'Ch konstmkcj i  wg .  [24 ] .  Z n ich będziemy korzy
stać w ob l i czc1t iach oporów pojazdów dla usta lenia wspó ł 
czy n n ika  t a rc ia  powierzchn i  pudel wagonów. 
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Rys .7 .  Wspókzvnn ik  tar�ia rz�czywistyd1 konstruk�j i  

2 . 2. Opory c iśn ien iowe 

Obl i czen i e  oporów c iśn i en i owych c ia .la  pornszającego s i ę  
w p łyn i e .  sprowadza s ię  do  okreś len ia  para met rów przep ły
wu tj . prędkości .  c i śn i en i a  i masy w każdym punkcie ota
czajqcym pola i w dowol nym czasie I .  

W przypadku płynu n ieści ś l iwego ( p  = const. ) przep ływ 
można uznać jako w peł n i  ana l i tyczn i e  określony. jeżel i 
znane są funkcje :  

U = f ]  ( x. y ,  Z. t )  
V = f2 (x . y, Z.  t )  
w = f3 (.x .  y .  z ,  t )  
p = f4(x , y .  z. t )  

13 



gdzi e :  

u ,  v. w - składowe prędkości V wzdłuż osi x . y .  z .  
p - ciśnienie .  
t - czas .  

Dla obli czenia czterech n iewiadomych t t .  v . w. p dysponuje
mv : 
I )  równan iem ciągłośc i :  

( 4 J )  

2 ) t rzema podstawowymi  równaniami różniczkowymi rnchu 
p łynu lepki ego i n i eściś l i,vego Navier-Stokes 'a : 

W ogólnej postaci powyższy układ równai 1  różniczko
wych n i e  ca ł kuje s ię .  Ca łkowan ie  staje się możl i ,,e ty lko dla 
szczególnych przypadków przepływu . W celu dal szego wy
korzyst an i a  ukł adu równa i1 (4 1 )  i (42) oraz dla umożl iwienia 
ana l i tycznego wyznaczenia oporów c i śn ien imvych pojazdu 
szynowego n iezbc;:dne jest dokonan i e  za loże11 upraszczają
cvch . 

ZAŁOŻEN I A  UPRASZCZAJĄCE 

l )  Rozpatrnje się wyłącznie opory pudla pojazdu bez wóz
ków i e lementów wystających .  Kszta ł ty przedn iej i ty l nej 
części pojazdu są dostatecznie opływowe i n ie występuje 
zjawisko oderwan i a  strng wa rstwy przyściennej .  

2 )  WplyvV ściśliwości jest znikomo ma ły. pon ieważ. rozpa 
t ry" ane prędkości są pon iżej 0. 5 Macha . Masa powietrza 
w każdym punkcie pola jest więc sta ł a  (p = const . ) .  

3 )  Przepływ poza warstwą przyścienną kszta ł t uje s ię jak d la 
ruchu potencja lnego, a zatem bezwi rowego. Przyj muje 
s ię ,  że  poza warstwą przyścienną przepływ płynów rze
czywistych, lepkich odbywa się na  ogól tak samo jak d la  
p łynów doskona łych .  Przyjęcie tego założenia oznacza . 
że uzyskane w wyniku oblicze11 parametry przepływu na 
powierzchni ciała dotyczą w rzeczywistości paramet rów 
na powierzchni warstwy przyściennej .  gdzie prędkość 
odpowiada prędkości potencjalnej .  Maj,lc jednak na uwa
dze. że zmiany ciśnienia w kiernnlrn norma l nym do po
wierzchni w warstwie przyściennej są znikomo małe. to 
przyjęte założenie nie j est obarczone i stot nym odchyle
niem od rzeczywistosci . Świadczy o t·ym fakt że ciśnie
nia mierzone przez otworki w powierzchni oply,vanego 
ciaJa, a więc na spodzie warstwy przyściennej ,  są takie 
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same jak na j ej końcu. S ,l w ięc one równe ci śnieniom od
pow iadającym przepływowi potencja l nemu poza wa rst ,,: 1 
przyścien ną .  

-1-) Pon i ew,1ż rozpat ruje s ię opory rnchu pojazdu szynowego. 
poruszającego się ze sta l ą  okreś loną prędkością na prze
st rzeni otwartej .  z da la od jak i chkolwiek innych obiek
tów. to  rozpatrywany przep ływ będzie przepływem usta 
lonym, tj . nie wykazującym bezpośredniej zależności od 
czasu . Pochodna cząstkowa wszystkich wielkości cha-

raktery z ujących jest w ięc równa 1.eru ( ! = O) 
Przy rozpat rywaniu  ruchu nieusta lonego można korzy
stać z tej samej ana l i zy co dla ruchu usta lonego. stosując 
metodę e lementów sko1kzonych. polegającą w tym przy
padku na podzieleniu czasu na dostatecznie ma ł e  odc inki 
tak. 1.eby w tym przedzia l e  czasu rnch mógł być t rakto
wany jako usta lony .  Powyższe zał ożenia upraszczaJ-l 
równan ie  ruchu i pozwalają  obliczyć pole prędkości i 
pole c i śn ie11 w każdym punkcie płynu . 

POLE PRĘDKOŚCI 

Polem ska l a rowym lub polem wektorowym nazy,,va s ic;:  
określony obszar przestrzen i ,w którym każdemu punktOvl' i \\ 
każdej chwi l i  przypisany jest ska l a r  l ub wektor określony 
c i ,1ghl i różniczkowa lml. jednm,vartośc imvą w rozpatrywa
nym obsza rze funkcj ,l położenia i czasu np . :  

-> v = f(x, y, z, t) 
p = f(x, y, z, t )  

dla  po l a  prędkośc i .  
dla po la ciśnie11. 

Pola j ednorodne są to takie pola .  dla których we wszvst 
kich punktach w danej chwi l i ,  wa rtość wektora lub ska l ara 
jest tika sama.  

-> 

Aby pole prędkości v mia ło potencjał musi być spełn iony 
wa runek ruchu bezwi rowego tj . 

w = _!_ (ov - auJ = o 
2 2 ax  3y '  

gdzie :  Wx, wy . Wz, - rzuty wektora prędkości kątowej na osie 
X . )' .  Z. 

Z pmvyższych wyraże11 ,vvnika. że : 

aw 0V --
cy az ' 

au aw 
oz ax ,  
0V au 

-

ax oy '  



co stanowi warnnek kon i eczny i wysta rczający ,  aby wyraże
n i e  różn iczkowe udx + vdy + wdz ( l ub formie  wektorow�j 

-) -> 

v - d s ) by ło różrl iczkc1 pewnej funkcj i  cp(x, y, z) zwanej 
potencja łem prędkości tj . 

udx + vdy + wdz == dcp(x,y.z) 

Rózniczkując p rawą stronę ( 43 )  otrzymamy :  

ocp acp ocp 
udx + vdy + wdz = - dx + -dy + - dz 

ax ay oz 

(43 ) 

Porównuj,1c współczynn ik i  p rzy dz. dy . dz ot rzymamy : 

ocp 
U = -

ocp 
v = -

(44) 

Dep 
W -- -

oz 

Wstawiając te wartości w równan i e  (4 1 ) . o t rzymamy no
wą postać równania ci,1glośc i .  wyrażonego poprzez funkcję 
potencja. lu p rędkości w postac i : 

(45 )  

gdzie :  'v 2 
= 'v · 'v oznacza podwójną opera cję Nab la .  

Z polem prędkości wiąż,1 s ię pojęc ia  l i n i i  prądu. s trugi i 
stnunienia oraz  wydatku .  

L in ie pn1du maj,1 tę  właściwość, że  we wszystkich swych 
punktach s,1 styczne do wektorów prędkości . Podobn ie  moż
na zde finiować powierzchn ię  prądu jako styczne w każdym 
punkcie pola do wektora prędkości .  

Zespól l i n i i  prądu ,vypeln iających pe,vną powierzchn ię  
prądu o przekroju  zamkniętym  zwaną rnrk,1 prądu nazywa 
się st rug,1, jeżel i przekrój poprzeczny jest na ty le ma ły .  że 
rozkład prędkości w danym przekroj u możemy t raktować jak 
jednorodny . J eżeli p rzekrój jest na ty l e  duży . że rozkład 
prędkości n ie jest jednorodny, to zespól l i n i i  prądu nazywa 
się strnmien iem .  
Z określenia l i n i i  prądu, z którego wynika styczność wektora 

v(u ,  v, w) do odpowi edn iego elementu l in i i  prądu 
ds(dx,dy,dz) i znanego z geometri i anal i tycznej warunku 
równo ległości dwu wektorów wyn ika , że : 

dx  d y  dz  

U V W 
Równan ie  to nosi nazwę równania bn i i  p rądu .  

(46) 

prędkości .  D l a  dowol nego przekroju  strugi dS elementarn�· 
wydatek objętościowy będzie wynos i ł : 

- - > -> --> -► 

d Q = V· d S = V n ·  d S = V ·  d S · co s a  
·> 

gdzie :  n oznacza w1::ktor jednostkowy.  

Wydatek s t rum ien ia określ a  s ię jako :  

Q = f V- dS = f (  u d S X + vd S Y 
+ wd s z ) 

s s 

(47) 

(48 ) 

gdzie :  dSy. dSx, dSz - odpowieduie rzuty pola dS na 
p laszczyzi1y prostopad le  do x, y, z .  

Da l sze rozważan i a  wymagają wprowadzenia pojęcia 
funkcj i  p rądu 'I' dla potencja lnego i usta lonego ruchu n ieści
ś l iwego p łynu .  Celem uproszczenia można ograniczyć s i ę  do 
mchu p łaskiego . 
Równan ie c iągłości (4 1 )  redukuje się wówczas do postaci :  

a równa 1 l ie l i n i i  prądu (46) będzie :  

a lbo :  

dx dy 

U V 

udy - vdx == O 

Z równania ci,1glości (49)  mamy :  

au av 
ax ay 

( 49 )  

( 50 )  

(5 1 ) 

(52 ) 

Wyn ika stad. że u i v mog,1 być wyrażone przy pomocy pew
nej funkcj i  'J l w sposób następujący : 

0\11 
U = -- I 

O\ll v = - --
ox 

(53 ) 

Wstmviaj ,1c ( 5 3 )  w (52)  otrzymamy : 

a" \11 a2 
\ lf 

oxoy oxoy ' 

a zatem funkcja ' l ' (x, y) jest ciągła wraz ze swymi pochod
nymi do drugiego rzędu włącznie .  
Podstawiając (53)  w (5 1 )  ot rzymujemy : 

(54 ) 

Wyda tk iem objętościowym strugi nazywa się i l oczyn a po wykonani u całkowania będzie :  
prędkości przez pole przekroju strugi prostopadle do  wektora 

\Il (x, y) == const. ( 55 ) 
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Je L to rÓ\rnan i e  rodziny l i n i i  p rądu i nazywa s i ę  fu nkcj ,1 
p rądu .  

Porówn ując ( 5 3 )  i (4-J.)  dochodzi mv do ba rdzo istot nego 
dla a na l i zy przep ływów poten�j a ł nych wn iosk u :  

iJcp ()\Jl 
u = - = --ox Dy 

cep u\1 1 v = - = - --ry Dx 

(56)  

Z równ,u1 (47 )  oraz (53 )  ł a two wyka zać. że wydatek p r1.c
p lywa_jący m i ędzy powie rzchn i ami pn\du ' I '  I i ' P2 będzie 
ró\rny : 

ljl"' 

Q = f d \li = \ l i  C - \Jl I 

Tak  więc różn i ca \Va rtości fu nk�j i prądu. d l a  dwóch sąs i ed
n i ch  pow ie rzchn i  ( l i n i i ) p r,1du .  j est m i a r,1 wydatku p ł ynu  
p rz.ep lvwaj ,1cego w wa rstwic o g rubośc i jednos tkowe j ogra 
n i czonej t_vmj powierzchn i am i .  

PRZYKŁADY OBUCZEŃ PROSTYCH PRZEPŁ Y'vVÓW 

Przepływ pl ask i  jcdno rodnv l i n iowy 

Załóżmy. że potencja ł  prędkości przedstawiony jest fu nk
cJą :  

q; = ax + by 

Zgodn ie  z \\")"Ż�j poda nym i  za leżnośc i a m i  będzi e :  

cep u = - = a 
Dx 

v = ocp = b  
oy 

a zatem : v = .Ja : + b 2 

Ob l i czymy fonkcje p rądu .  Pon i eważ 

to 

stąd: 

d cp = u d y - vdx . 

d \11 = ady - b d x, 

\ 1 1 = ay - b x, 

(57 ) 

a w i ęc l inie prądu przedstaw i ają  sobą rodz inę równoległych 
p rost ych 

cp = ay - bx = con st , 

nachy lonych względem osi x o kąt a , d la  którego 
V b 

1 6  

tga = - = - , 
u a 

co zosta Io przedstawione na rys .  8 .  

v � c o n s t  

X 

Rys .X .  Po:ep lyw jednorodny l i n i0\1,, 

Wydatek Q pom iędzy l i n i , 1  prądu l f ' I a l i n ią lJJ2 wynos i : 

Jeże l i  p rzep ływ jest równoleg ły do os i  x t o  funkc je  <p przed
s tawia ją się nas tępująco : 

cp = ax, \V = ay . 

źródło pła ski e 

Potencja ł  p rędkości możnJ wyrazi ć następująco : 

cp = /n ,Jx: + y 2 

a s tosując wspó ł rzędne b iegunowe : 

cp = /n ·  r 
Załóżmy. L.C wydatek seku ndowy wyp ływający ze źród ła  
( rys .  9 . )  wynosi Q 
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X 

Rys.9 .  L in ie  prądu żródla 

Usta l i my zJ l cżność pom iędzy wydatkiem źródła Q a fu nk
�ja m i  <p i l fl _  
Wyda tek p ł ynu  Q. wypływający p rzez ko lo  o promien i u  r .  
wy nos i : 

Q = 21t - rVr . 

ponieważ 



IO 

stąd: 

a ca łkując 

8cp d ep 
V = -
' or d r  

d ep 
Q = - · 2rc · r  

d r  

Q d r  
d cp = - · -

21t r 

cp = _g_ /n r  
2rc 

Łatwo również wykazać. że : 

Q 
\li = - · 8  

27t 

( 59) 

(60) 

a zatem i ntensywność źródła wyznaczona jest wydatkiem Q. 

Żródlo płaskie na łożone na przepływ równoległy 

Formowa n ie przepływów bardziej złożonych można uzy
skać poprzez superpozycję prostych postaci ruchu. W szcze
gó lności na łożenie źródła lub układów źródeł na przepływ 
równoległy pozwala na zna lezien ie  szczególnych po
vvierzclmi prądu. , które mog,l być zastąpione przez po
wierzchnię c ia ła sta łego . Otrzymujemy wtedy na zewm\trz 
takiej powierzchni  anal i t}1cznic określony przepływ taki , jaki 
mia łby miejsce przy wprowadzen iu  do przepływu równole
głego przeszkody o określonym kszta łc ie .  N ajprostszy przy
padek na łożenia źródła  dodatniego o wydatku Q na przepływ 
równoległy .  jednostaj ny o prędkości V daje obraz podany na 
rys .  I O . 

- 3  
- 2  - ,  

o 
1 
2 
3 

3 

Ry�. ł O. Linie prądu wynik,tjące przy nałożeniu źródła na przepłyv, równoległy 

Punkt A l in i i  prądu oznaczonej cyfrą "O"  określa się z 
wamnku, że prędkość w tym miej scu musi być równa zem, a 
zatem suma prędkości przepływu równoległego V i prędko
, c i przepływu źródłowego V r - przeciwnie skierowanej -
musi  być równa zem : 

V +  Yr = O 

stąd : 

V, 
acp Q 
ar 2rcru 

acp Q V = -
r ar 2nr0 

Q r = - --u 2nV 

Gdyby do przepływu równoległego wprowadzić prze
szkodę sta lą o takim samym kształc ie jak określa l inia prądu 
�1.1 = O mchu złożonego, wówczas rysunek linii - L  -2. -3 . 
pozosta łby niezmieniony .  Tak więc połączenie źródła pła
skiego z przepływem równoległym pozwala na odtworzenie 
anal itycznie opływu kszta ł tującego się dookoła powierzchni 
wa l cowej cia ła sta ł ego o określonym kszta łcie geometrycz
nym .  

POLE CI ŚNlEŃ 

Dla  p łynów nie lepkich równania Naviera-Stokesa (42)  
upraszczają s ię do postaci Eulera ti . 

au au au au . l c)p  - + u - + v - + w - = X - --
at ax ay az p ax 

av 8v 8v 8v 1 ap - + u - + v - + w - = Y - -
at ax ay az p ay 

ow + u  ow + v  ow + w ow = Z _ _!_ ap 
at ax ay az p az 

(6 1 )  

Powyższe równania mchu pozwalają na ustalenie relacj i  
dynamicznej pomiędzy prędkości,\ V (lub składowych u. v,  
w) a ciśnieniem p.  

W ogólnej postaci , równania różniczkowe mchu Eulera 
(6 1 )  nie całkują się. Tylko dla szczególnych przypadków 
kiedy mch jest potencja lny i usta lony równania te mogą być 
całkowane.  Dla potencja lnego i ustalonego mchu płynu 
nieściśl iwego w polu grawitacyj nym całka równań różnicz
ko"vych Eulera stanowi równanie Bernoulliego. 

gdzie :  

V"  p - + a .  z +  - = con st 
2 t, p 

lub 

V' -- + z + E.  = con st, 
2g y 

g ·· z - potencja!  s i l  ciążenia w polu grawitacyjnym. 
g - przyspieszenie ziemskie, 

(62) 

z - kienmek p ionowy ze zwrotem od środka kul i  ziemskiej .  
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Równanie Bernoulliego stanowi równanie b i l ansu energ i i  
mechan icznej i wyraża prawo niezn i szcza lności energi i . 

V" 
Składnik reprezen tuje energię kinetyczną ,  składnik z -

2g 

energię potencj a l ną położenia , sk ładnik P - energię po
y 

tencja lną ci śnieni a .  
S i ły ciążen ia  możemy n ie  brać pod uwagę ponieważ są 

one nrnle w stosunku do sil c iŚllienio,vych .  W związku z tym 
równanie  (62) przybiera postać :  

V" 
p - + p  = con st .  

2 
(63 )  

Posilk:t�ąc się więc powyższym równan i em, znając pręd
kość w dowol nym punk.cie przepływu ,  możemy obl iczyć 
ciśnienie (po usta leniu wartości sta łej równania wychodząc z 
warnnków brzegowych) .  

LITERATU RA 

[ I ]  Baron A . .  Gąsowski W :  Krytvczna ocena metod ob licze11 
oporów ruchu pojazdó1 1 1 szynowvch . Pojazdv Szvnowe, nr 
]// 9 76. 

f ]_ / Bernard Jvf. : L 'aerodinamique des trains , Revue Gene
rale des Chemins de Fer, nr 211 9 71 . 

f 3_/ Bernard 1\1I. , Guiheu 1\1I. C. : Jvlesures recen/es de la resi
slance a / 'avancemenl du 111a1eriels roufants, Revue Gene
rale des Chcmins de Fer, A vril / 9 76. 

{ ./} Gawlhorpe R. G. : Aerodynamics of trains in the open 
air. A erndvnamics In Rai/way Engineering 

[5] Gąsowski W ,  Krellek O. : Okrdlenie oporów aerodyna
micznych pojazdów szynm1'.ych Trakcja i Wagonv, nr 
/ 0// 990. 

[6} Gąsowski W :  Calculation of Motion A erodvnamic Drag 
of Rai/ Vehicles Jncorporated in Dra.fl o/ Cars. A rchives (�l 
Transport, vol 5, iss. 1 -./. l1flarsaw 1993. 

[ 7) Gąsowski I V : Podstawy leorelyczne hada,1 aerodyna
n1icznych pojazdów szynowych. Zeszvty Nauko1 11e PP, /\,fa
szyny Robocze i Pojazdv, nr 39/1 993. 

/8) Gąsowski W, R.uthendorf-Przewoski K. , Witt A . :  /Vp(yw 
obciążeń wywołanych silami aerodynamicznymi na układ 
zawieszenia p1�jazdów szynowych. Przegląd A;Jechaniczny, 
nr 5-6 1 1 993 i 1 0/1 993. 

[9] Gąsowski l1V ,  Baron A . .  · Podstawy teoretyczne i rnetody 
okrdlania oporu aerodynamicznego pociągu. Problemy 
Kolejnictwa. Zeszyt 12611 99 7 

/ 1 O] Gąsowski W :  A erodynamika - podstawowv problern 

18 

pociągów dużej prędko.ki. J\l[ateriaźy Międz.ynarodo 1 11ej 
Konferencji „ 77?..4 NSPO!?.T '9 7 " .  Ostrawa-Katowice / 9 9 7. 

[J I] Guiheu C. : La resistance a I 'avancement des rames 
TG V-PSE . Bi/an des etudes et des resultats des mesu
res.Revue Generale des Chemins de Fer . .Janvier 1 9  2 

f i  2) Hoerner S. F :  Fluid-Dvnamic Drag. Ne, r  Jersey, { 'S01 
1 95H. 

[ 1 3] Kubski K. : Badania rozkładu prędkG.1'ci strumienia 
pol l 'ietrza w podmuchach \ PV\VOlanych jazdą pociągu i wza
jemnego 111pływu mijających się pociągów na zmiany ci.<'l'lie
nia statycznego działającego na !.ciany wagonów i na po
wierzc/111ię czo/ową lokomotyw. Prace COBiRTK Warszawa, 
stycze/1 1 9  7-1. 

[ ! ./} Kubski K. : A erod_vnamik.a szybkich pociągów. Studium 
i wnioski l l'.)lkorz.ystania bada,1 obcych oraz uzupełnienie 
w!asnv,ni Czę.<.ć I i 2. Prace COBiRTJ.: W-wa, grudzie/, 
J 9 7./. 

[15] Marty P. , A utruj/e H. : Etudes aerodvnamiques insta
tionnaires liees a la circulation des lrains a grande.i· vi
tesse.,· R.evue Generale des Chemim· de Fer. Juin / 9 73 

[ I 6 /  Neppert H. , Sanderson R. : Untersuchungen zur Sch
ne//bahn- A erodvnamik.. Z. Flugwiss nr 121/ 9 7-1. 

[1 71 Peters J l. :  Mesure de la lrainee aerodynamique de 
I '!CE. Revue Generale des Chemins de Fer. Janvier I 990 

[ 1 81 Rebujfet P. : Aerodynamique experimentale, 
Wvd. Librairie Polytechnique Ch. Beranger, Paris el Liege. 
1 958. 

[ I  9) R.oumeguere Ph. : L "a.1pect economique des grane/es 
vitessesjerroviaires, Travaux 1 9 74. 

[20] R.eduction in the aerodynamic drag of wagons. 
ORE. 1 992 nr 841 .  
[ 2 1] Sauvage G. , Fortin J.P. : La  trainee de roulernent des 
vehicules de chemin de fer.Rr;vue Generale des Chemins de 
Fer. A ou/ 1 982. 

f 211 Stromski) P. P. : Soprotivłenie dviżeniu elektropojezdov 
ER / i ER. J O  i dizel pojezdov DR. I i Dl ,  Viestnik Vsjeso1u
znogo Naucno-Jssledovatielskogu Jnstituta Zeleznodorożogo 
Tramporta, nr 8. 1'vfoskwa I 966. 

[23 ] Tadanao 1\,1iki: Rolling stocl, for higt .,peed operation. 
Quar/erly Report 625. 2- 185 . ./ 

[24) Thibedore T. ,  Willai111e A . : L 'aerodinarnisme au male
riel el a la traction, Revue Generale des Cemins de Fer. 
Dec. 1 995. 

[25) Tests foreshadow higher speed.i· an Tokaido Schinkan
sen. Rai/way Gaz.Int. ,  nr 6/1 996. 
[26) TGV nowej generacji czyli wysoka prędko.fr po niskiej 
cenie. Technika Tram,portu Szynowego, nr 211996. 

{271 Zaks N.A . :  Osnovy eksperimentalnoj aerodinamiki. 
l·fyd. Ohorongiz. Moskva 1 953. 


