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Dynamika i stateczność układów w ruchu złożonym 

z uwzględnieniem elementów wirujących 

Praca zawiera analizę dynamiczną trój11y111iarmvych ciCL_l!.lvch 111ode/i wirującego kola i zestall'u kolo111e­
go z odkształcalnymi kolan1i. Rozwiązanie prohlemu brzegml'O-początkowego układu ró1-1-•1w11 drga11 wirują­
cego kola pozwoliło na wvznaczenie form, częstotliwo . .:.ci i amplitud drgm1 111/asnych kola. Uzvskano anali­
tvczne rozwiązanie zagadnienia/al biegnących w 1vid1cu Stwierdzono występowanie w kole ;./ektu dudnie­
nia i bifitrkacji drga/1. Drgania wvnwszone kola analizowano z l/\vzględnieniem tarcia wewnętrznego. Ba­
dania stabilno.<-ci 11ykazaźy, że w zakresie wysokich częstotliwo.l'ci drgm1 istnieją duże obszarv prędko.<-ci 
r11estatecznego ruchu zestawu kołowego. Przedstawiono także .fizyczny i analitvczny 1nodel w.\pólpracy kolo­
szyna uwzględniającv po.,·lizgi li' punkcie kontaktu. Analizę dynamiczną przeprowadzono w linio111y111 zakre-
sie rów1w11 ruchu. 

Część I 

Wprowadzenie 

W latach l 994 -'- 1996 w Instytucie Pojazdów Szy­
novvych Politechniki Krakowskiej realizowany był projekt 
badawczy KBN PB 0737/P4/94/06 pt. .,Dynamiczne za­
gadnienia z tarciem suchym i tocznym". który obejmował 
trzy zadani.a: 
- działanie rnchomycb obciąże1'1 na układy belkowe. 
- badanie drgai'I v,ywolanych tarciem suciwm. 
- dynami.ka i stateczność układów w rncln; złożonym z 

uwzględnieniem elementów wirnjących. 
Prowadzone badania pozwoliły m; uzyskanie wyników, 

które w bardzo wielkim skrócie można scharakteryzować 
następująco. 

Badania dotyczące układów dynamicznych modelowa­
nych bezinercyjnym ciągłym ob�iążenien� poruszającym 
się wzdłuż belki prowadzono w szczególności dla p�tr�eb 
szybkiego i bardzo szybkiego transportu szynowego. 
Uwzględnienie w rozważaniach nieliniowości podłoża, na 
którym oparta jest belka w formie łamanej charakterystyki 
sprężystości lub charakterystyki sprężysto-plast'}'Cznej, 
pozwala na istotne zbliżenie modeli do ich realnych odpo­
wiedników w istniej,1cych lub projektowanych układach 
fizycznych. Opracowanie odpowiedniej metody analitycz­
no-numerycznej pozwoliło na rozwiązanie 1licliniowego 
układu róvmm'I mchu oraz zbad,mie wpływu wybranych 
parametrów modelu na jego charakterystyki dynamiczne. 
Podstawm,vym założeniem była sta�jonarność · rozwiąza1'1 
falowych w układzie współrzędnych związanvm z rucho­
mym obciążeniem. Ponadto wykonano analizę. dynamiczną 
strukt11ry periodycznej na przykładzie pojazdu unoszonego 
magnetycznie. Wykorzystując teorię Floquet · a rozwiązano 
problem drgm'I swobodnych i wymuszonych toru. Ruch siły 
harmonicznej wzdłuż struktury periodycznej związan)' 
Lostal z propaga�ją nieskończonej liczby fal. 

Zjawisko korrugacji szyn jest jednym z głównych pro­
blemów nurtujących współczesne kolejnictwo, a także 
miejski transport szynowy. Problem ten, którego źródłem 
są zjawiska zachodzące w strefie kontaktu kolo-szyna nie 
znalazł jak do tej pory zadowalającego wyjaś1licnia. Nic 
ma zgodności na,vet co do wiod,1cego procesu wywołują­
cego charakterystyczne pofalowania powierzclmi tocznej 
kół i szyn. Jeden z poglądów zakłada. że procesem wiodą­
cym jest zużycie ścierne wywołane poślizgami podłużny­
mi. W wyniku przeprowadzonej analizy dynamicznej 
układu kolo-szyna postawiono hipotezę, że czynnikiem 
decydującym o powstaniu korrngacji jest nierównomierny 
rozkład napręże1'1 własnych spowodowany odksztalcenian{i 
plastycznymi powstałymi w wyniku przeciążc1'1 wysoko­
częstotliwościowymi silami kontaktowymi. 

Wprowadzenie szybkiego transportu szynowego wy­
maga badania pełnego układu pojazd-tor, a w tym także 
zagadnie11 zwiw.anvch z oddziaływaniem hamulców wiro­
prądowych i szynowych na tor np. dynamiczne ugięcia 
szyny kolejowej i płozy hamulca wywołane silą uciągu 
magnetycznego. W związku z tym wykonano analizę zja­
wisk elektrodynamicznych. w wyniku której wyznaczono 
siły magnetyczne (ponderomotoryczne) działające między 
torem a płozą. Badania przeprowadzono dla różnych fi­
zycznych modeli hamulców. 

Wiele układów fizycznych wykorzystuje siły tarcia do 
przekazywania mocy (sil stycznych). Prawidłowa praca 
takich układów zależy od poprawności rozwiąza11 kon­
strnkcyjnych i doboru par ciernych. Istniejące modele 
tarcia są albo zbyt proste, albo tak złożone, że wykorzysta­
nie ich w badaniach teoretycznych jest bardzo trudne. 
Zaproponowano nowy model tarcia i zbadano wpływ po­
szczególnych jego elementów na kształt trajektorii w 
plaszczyź1lie fazowej. Badania teoretyczne zostały zwery­
fikowane doświadczeniem na specjalnie zbudowanym - w 
tym celu - stanowisku do badm't zjawisk dynamicznych 
wielomasowych układów z tarciem suchym. W badaniach 
uwzględniono podstawowe hipotezy takie jak: zależność 
współczynnika tarcia statycznego od czasu wzajemnego 



20 

kontak t u  c i a ł  i naci sku .  za l eżność t a rc ia dynam icznego od 
prędkości względnej a także znaku przyśpieszen i a .  

Typowe prognozowan ie  zachowan i a  s ię  kó ł  i zestawów 
kołowych pojazdów polega na ana l i z i e  drgai'l własnych i 
wymuszonych .  Sprowadza s ię to do poszuk iwan i a  wa rtości 
własnych zagadnienia brzegowego l ub wyznaczen ia  cha­
rakt ervst,·k amp l i t udowo-częstot l iwości owych . Bada n ia  
p ro,vadzone są  z reguły na mode lach .  w których wykorzy­
stuje się M ES przy pom i ni ęci u rotacj i  ko l a .  W celu i stot­
nego poprawien ia dok ładności mode l owan i a .  efektym10ści 
i st ab i l ności numeryczne:i dotychczas stosowanych metod 
w ana l i z i e  dynam icznej wykorzystano opracowa ne ana l i ­
tyczne mode le  ko l a  i zest awu kołowego . Mode le  te  op i sane 
zostały różniczkowo-ca lkowymi  równan iami  ruchu o c lw­
raki.erze fa lowym. · Uzyskano ana l i tyczne rozwi ,1za n i a  w 
postaci  sprężystych fal  biegnących w wie i'lcu przest rzen ne­
go modelu wi rującego kola co u możl iwi ło a na l i zę ruchu 
tocznego (bez pośli zgów) mode lu  zest awu ko łowego . 
Uwzględn ien ie  sprężystości kół pozwo l i ł o  wyka,.ać. że w 
obszarze wysokich częstości d rga 11 i st n ieją zakresy prędko­
ści , w których ruch jest niestabi l ny .  Ruch toczny zestiwu 
kołowego w obsza rze n iestab i l nym zosta ł z in te rpretowany 
fizyczni e  w za leżności od form drga 11 zestawu koł owego . 
Zaawansowano badania .  mające na ce lu uwzg lędn ien ie  
pośl i zgów w strefie  styku ko l a  z szynami .  czego wyrazem 
jest opracowany model ana l i tyczny . Współpracę ko l a  z 
szyną w p l aszczy1.nie kontaktu (w kierunku wzd łużnym. 
poprzecznym oraz ruch wiert ny ) zamodelowano mode lem 
cia ł a  lepko-sprężystego Maxwe l l a  (sprężyna i t ł u m ik połą­
czone szeregowo) wykorzysh1jąc przy tym l i niową teorię 
Ka lkera . Uzyskane wynik i  badai1 sta nowi,1 przyczynek do 
wyjaśnienia niekorzystnych zjawisk \\ystępuj,1cych w 
układach transportowych takich jak : korrugacje szyn i kół , 
pol i gonizacja  kół i wężykowan ie  zestawów kołowych . 
Postawiono h ipotezę o przyczynach po l i gon izacj i  kół . 

Celem n in i ej szego a rtykułu jest przedst awien ie  w 
sposób syntetyczny wyników badaó uzyskanych w ramach 
rea l i zacj i  t rzeciego zadania projektu badawczego. W na­
stępnych a rtyku łach będą przedstawione wyn iki bada 11 
o t rzymane w ramach zadania p ierwszego i drug iego. 

1 .  w�tęp 

Obserwowany w t ransporcie szynowym wzrost prędko­
ści pojazdów w przewozach pasażerskich i wzrost ładow­
ności w ruchu towarowym jest zwi ,iza ny ze wzrostem 
dynamicznego obciążenia ko l o-szyna .  Obserwuje s ię przy 
tym tendencję do wykorzystania optymal nych paramet rów 
tego układu . Stany rezonansowe i dynamiczne sta ny kry ­
tyczne wiążą s ię  L dużym prawdopodobic 11stwcm wystą­
p ien ia  przcciąże11 .  J ednym ze zjawisk t ego typu jest samo­
\\'Zbudnc narastan ie  zaburze i'i , co jest bezpośredn io  zwią­
za ne 1. problemem stateczności oddzia ływan ia  i ruchu 
tocLnego zcstawó\\· kołowych .  Zjawiska te w ruchu pojaz­
dÓ\\ szynowych muszą być bezwzględnie el iminowane .  

W badan iach wie lu z,jawisk dynam icznego oddz ia -
1�,ran i a  ko la  i szyny. w których i nteresują nas głównie 
\ \  _ · sokoczęstot l iwościowe drgan ia  kontaktowe. jako model 
pojazdu przyjmuje się kolo lub zestaw ko łowy, na który 

dzia ła zadane obc iążenie st a tyczne . J est to uzasadn ione 

tym.  że zespoły pojazdu znajdujące s i ę  1 1 ad usprężynowa­
niem mają ma łe  wa rtości częstot l iwości drga11 w łasnych (z 
regu ły  nic przekraczające kilku /-/::; ) i wzbudzen i e  ich przez 
mające wysok,t częstot l iwość s i ły kontaktowe ko la  i szyny 
jest t rudne. Stwierdzen ie  to jest s ł uszne przy za łożen i u .  że 
zespoły te t raktuje  się jako bry ły sztywne. W rzeczywi sto­
ści rama wózka i nadwozie jako zespoh· o rozłożonej ma­
sie i sztywności mają  n ieskoóczoną l i czbę stopn i  swobody. 
a za tem teoretyczn i e  i s t n ieje możl iwość wzbudzen ia  wyso­
koczęstot l iwośc iow\'ch  drgaó e l ementów usprężynowa­
nych .  Częstot l iwość p ierwszej formy drga 11 gięt nych wóz­
ka wagonu towa rowego wynosi w zależności od stopnia 
za ładowan i a  migonu k i l kanaście do k i lkudzies ięciu Hz. a 
drugiej i t rzeci ej formy drga 11 ki lka set Hz. W zwi,12ku z. 
tym model podukładu. z łożonego z ko la l ub zestmrn koło­
wego wspó lpracuj,1cego z szynam i .  może być \vvkorzysta­
ny \\' ;rna l i z i c  dynamicznej .  polegającej na wyznaczen i u  
w idma  częstości s i ł y  kontaktowe:i l ub  w idma przem iesz­
czeó .  Uzyskane w ten sposób widmo wymuszenia dy na­
micznego l ub k i nematycznego jest podstaw,1 do zbudowa­
nia ba rdz iej złożonego mode l u  pojazdu poprzez jego czę­
ściową dyskretyzację .  

W badaniach dynamiki uk ładu kolo-szyna . z wyko­
rzysta niem model u  w postaci  ko la obciążonego pionową 
s i lą  s ta tyczną zwykle zakłada s ię .  że kolo jest idea l ni e  
sztywne z ewent ua l nym e lementem sprężyst-ym tzw . sprę­
żyną Hertza o cha rakterystyce l i n i owe:i l ub niel i n iowtci ­
modcluj,1cej loka l ne odkszta łcenia spręż.yste w obsza rze 
styku .  Takie podejście do zagadnien ia  dynamicznego od­
dzia ływa nia ko la  z szyną spotyka s ię w wielu pracach 
dotyczących dynamiczne:i współp racy układu kolo-szyna .  
W zakresie  niskich częstot l iwości drga11 (poniżej 30  Hz) .  a 
nawet do ok. J 00 Hz. kolo może być modelowane jako 
cia ło  idea ln ie  sztywne. zaś powyże:i t ej granicy na leżv 
uzupełnić model " sprężyną Hertza " .  Częstot l iwość 1 00 Hz. 
przyjmmvana również jako umowna granica między drga -
11. i ami  n i sk iej i wysokiej często t l iwości, wydaje s ię być zbyt 
wysoka dla modelu sztywnego ko l a .  Wyznaczona w bada­
n iach eksperymenta lnych najniższa często t l iwość drga11 
własnych kola pojazdÓ\\ kolei brytyj skich wynosi ok. 70 
Hz. 

Model sztywnego kola upraszcza w znaczny sposób 
ana l i zę dynamiczną jednakże może być wykorzyst a ny \\ 
ogra n iczonym zakresie. np .  do badania wpływu drga 11 na 
organizm l udzk i .  Zakres częstot l iwości ana l i zm-van�· pod 
wzg lędem komfort u jazdy zawiera s ię w paśmie do 20 f-lz. 

Jest oczywiste, że przy dosta tecznie wysokich czę­
stot l iwościach drga11 również model ze " sprężyną Hertza" 
nic umożl iwia opisu z wystarczającą dokładnośc ią zjawisk 
zachodz,1cy ch w st refie kontaktu kola z szyną Gra nica 
stosowalności tego modelu jest określona przez najn iższą 
wartość częstot l iwości drgm'l własnych. Częstot l iwość t a  
jest związana  z drganiami giętnymi n ie  leżącymi w płasz­
czyźn ie kola i jej wartość za leży od konstrukcj i  kola ,  a 
przede wszystkim od grubości tarczy i wie1ka oraz średni­
cy ko l a .  Dolną wartość częstot l iwości drgań giętnych dla 
kół kolej owych można przyjąć w granicach 70+80 Hz. 
jakko lwiek dla konkretnej konstrukcj i  kola wartość tej 
częstot l iwości może być dwa lub trzy razy wyższa . 

Granice stosowalności mode lu  " sztywnego kola"  
sta ły s ię i mpulsem do podjęcia prac nad dynamicznym 



modelem kola ,  który uwzględnia łby jego odksztalcenia 
sprężyste oraz umożliwia !  badanie statecznośc i mchu w 
zakresie wysokich częstotl iwości . Jednym ze sposobów 
anal izy tego zagadnienia jest ,vykorzysta n ie  metody ele­
ment.ów sko11.czonych (MES) .  W zagadn ieniach dynamiki 
kola może to  być zwi,1zane z t rudnośc iam.i  natury tech­
n iczn�j o raz z tmdnościami związanymi z i nterpretacją  
ot rzymanych wyników numerycznych. Szczegó ln ie  doty­
czy to ciągłych układów mechanicznych. w których warto­
ści  częstotl iwości drgm'l wła snych róż.nią  s i ę  n ieznacznie 
między sobą Problem taki ,vystępuje  przy badaniu sta ­
teczności ruchu oraz ana l iz ie  bifu rkacj i  drga1'1 . Stąd t eż. 
stosowanie MES ,-v zagadnieniach dynamicznych wymaga 
dużej dokładności numeryczn�j , co wiąże się z wydł uże­
niem procesu oblicze11 .  N iemni�j jednak z uwagi na 
znaczne za łożenia upraszczające w i stn i ejących anal i tycz­
nych modelach sprężystego kola kol�jowego. MES jest 
szeroko wykorzystywana w problemach wysokoczc;stot l i ­
wościowych drgai'l kontaktowych . Metoda t a  stwarza moż­
l iwość uwzględnienia specyficznych parametrów geome­
t rycznych kola jak. np. zmienną gmbość tarczy i jej krzy­
wizny. które ana l itycznie są t rudne do modelowan ia . MES 
stosowana jest g łównie do wyznaczania częstot l iwośc i 
drga11. własnych kół lub zestawów. wyznaczenia charakte­
rystyk amplitudowo-częstot l iwościowych oraz w badaniach 
emisj i  ha łasu wywołanego przez toczące s ię kol a .  

Celem zadania 3 w projekcie badawczym by ła  bu­
dowa anali tycznych mode l i  kola i zestawu kołowego oraz 
ana l i za dynamiczna przeprowadzona przy wykorzystan iu 
tych mode l i . 

Win�jące kolo kolejowe zamodelowano układem 
przest rzennym składającym się z wie1ka (obręczy) jako 
zakrzywion�i pryzmatycznej belki oraz z ta rczy modelo­
wanej masowym podłożem sprężystym . Matematyczny 
opis modelu stanowi układ czterech cząstkowych sprzężo­
nych równa 1\ różn iczkowych opisujących drgania wie11ca . 
Mode l matematyczny uwzględnia doda tkowo wymuszenia 
kinematyczne, jakim może podlegać środek masy ko la .  

Anal iza dynamiczna modelu polega ła  na poszukiwan iu  
ana l i tycznego rozwiązania układu równa 11 w postaci fa l 
stoj ,1cych ( rozwiązanie problemu brzegowego i początko­
wego) oraz  w formie fa l biegnących. Rozwi,1zania te uzy-
ka no dla kola win�jącego ze stal,1 prędkości,1 kątową. 

Wyniki obl icze11 numerycznych porównano z wyn.ikami 
bada 11 doświadczalnych .  Uwzględnienie w budowie mo­
delu s i l  bezwładności związanych z przyśpieszeniem Co­
rio l i sa pozwoliło na potwierdzenie występowania w wi ru­
jacym ko le  takich zjawisk, jak rozdwojenie drgaó i dud­
nien ie .  

Model wirującego kola zosta ł następnie rozbudo­
w an�' poprze7. wprowadzenie składników powodujących 
dyssypację energi i w układzie . Lepko-sprężyste wlaściwo­
, i materia łów kola opisano modelem Kelv i na-Voigta. Dla 
wymuszeó harmonicznych w postaci si l  i momentu sku­
pionego poszukiwano analitycznego rozwią1.ania drga t'1 
wymuszonych wimjącego kola .  Uzyskane rozwiązanie 
umożl iwi ło wy1.naczenie charakterystyk amplitudowo-
z stot l iwośc iowych dowolnego punktu poprzecznego 

przekroj u  wie11.ca przy złożonej postaci wymuszenia .  

Trójwymiarowy model sprężystego kola stanowił 
podstawę do budowy ana l i tycznego modelu zestawu koło­
wego poruszaj,1cego si ę po torze prostym. 

Zestaw kołowy był modelowany układem dwóch 
sprężystych kół połączonych sztywną osią . Pełny opis 
ma tematyczny modelu stanowi układ 14 nieliniowych 
sprzężonych równai'l różniczkowo-ca lkowych. Współdzia­
ł a nie z torem. na tym etapie badai'l ,  modelowano l iniowy­
mi sprężynami Hertza, przenoszącymi s i ły  kontaktowe w 
t rzech kierunkach oraz moment wiertny kół na szynach. 

Rozwiązanie układu równafr matematycznego mo­
delu zestawu kołowego, z uwagi na jego złożoność. ogra­
n iczono do zakresu l i n iowego . P rzy za łożeniu stałej pręd­
kości obrotowej zestawu kołowego uzyskano anal i tyczne 
rozwiązanie zagadnienia brzegowego. Rozwiązanie pro­
blemu brzegowego stanowi ło podstawę do teoretycznej 
ana l i zy stabi l ności (według pierwszego przybl iżenia) m­
chu zestawu kołowego w torze . Ana l izę stateczności prze­
prowadzono w układzie :  sztywność sprężyny Hertza -
prędkość l iniowa ruchu tocznego. Wykazano. że w zakre­
sie wysokich częstotl iwości drgm'i is tn ieją  duże obszary 
ruchu n iestatecznego . Położenie obszarów niestatecznośc i 
na p łaszczyźnie sztywność-prędkość jest zależne od formy 
drga 11 zestawu. Podano także fizyczną interpretację niesta ­
b i lnego mchu tocznego zestawu kołowego . 

Bardzo ważnym zagadnieniem związanym z t rans­
portem szynowym jest dynamiczne zagadnienie kontaktu 
tocznego z uwzględnien iem tarcia (pośl izgów: wzdh1żne­
go, poprzecznego i wiertnego) . Do modelowania wspó ł ­
pracy każdego ko la  zestawu ko łowego z szyną wykorzy­
s tano dwa proste modele c ia ła sprężystego i c iała lepko­
sp rężystego . Oddziaływanie kola i szyny w kierunku pio­
nowym (prostopadłym do płaszczyzny toru) modelowano 
l i n iową sprężyną Hertza, której sztywność zależy od no­
mina l nego obciążen ia  zestawu kołowego . Natomiast 
wspó łpracę ko la  z szym1 w płaszczyźnie kontaktu w kie­
runku wzdłużnym, poprzecznym oraz mch wiertny kola na 
szyn i e  zamodelowano modelem ciała l epko-sprężystego 
Maxwe l l a  (sprężyna i t łumik połączone szeregowo) .  Do 
określen i a  stycznych sil kontaktowych wykorzystano l i ­
niow,1 teorię Kalkcra . 

Równania drgai'l wirującego kola, a także zestawu 
kołowego zostały wyprowadzone metodą d' Alemberta .  
Wybór podyktowany był tym. iż  w metodzie d' Alemberta 
jes t  rozwi nięta fizyczna i nterpretacja sil działających na 
układ. W metodzie energetycznej (metoda równai'l La­
gra nge · a I l  rodzaju) występują za leżności między skala­
ra mi . W odniesien i u do rozpatrywanych układów 
uwzg lędnien ie w metodzie Lagrange ' a  np. rozkładu na­
p ręże11 w połączeniu tarczy kola z wieńcem jest bardzo 
t rudne. co w metodzie d' Alemberta nie sprawia większych 
t rudności . 

Wyniki oblicze11 numerycznych otrzymano, wyko­
rzysh1jąc opracowane programy komputerowe. Programy 
te napisano w języku FORTRAN, wykorzystując szereg 
procedur obl iczeniowych z bibl ioteki CERN.  Z uwagi na 
to. że w ana lizie dynamicznej pojawiły się algebraiczne 
układy równa11 źle uwanmkowanych, zmienne w progra­
mach komputerowych s,1 typu DOUBLE PRECISION . 
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W następnych punktach podano w sposób synte­
tyczny metody modelowania wirującego kola i zestawu 
kołowego oraz uzyskane wyniki obliczeń numerycznych. 

2. Fizyczny model wirującego kola 

Wieniec kola kolejowego jest modelowany jako 
sprężysta zakrzywiona belka Rayleigha połączona z osią 
ciągłym inercyjnym podłożem sprężystym typu Winklera o 
charakterystyce liniowej .  Tarcza koła stanowi podłoże 
sprężyste dla wieńca . Do rozważań przyjęto kolo kolejowe 
wirujące wokół osi Y1 , którego środek 0 1 może dodatkowo 
przemieszczać się względem osi x,y,z odpowiednio o war­
tość x0, y0 ,z0 • Prędkość kątowa kola i przemieszczenia x0, 

y0 , z0 są funkcjami czasu t. Środek kola 01 pokrywa się ze 
środkiem krzywizny osi obręczy. Na rys.  I pokazano ukła­
dy współrzędnych wykorzystywanych do matematycznego 
opisu modelu: 

Rys. I .  Układy współrzędnych 

- biegunowy układ współrzędnych r, <p o biegunie w środku 
kola O 1 sztywno związany z wirującym kołem; w 
układzie tym opisuje się nieodkształconą geometryczną 
oś wieńca kola, 

- biegunowy układ współrzędnych r, <p1 o biegunie w środ­
ku koła; wykorzystywany do opisu ruchu obrotowego 
kola, 

- prostokątny prawoskrętny układ Ę, 77, (, którego początek 
O leży na geometrycznej osi wieńca, a jego początek 
określony jest zmienną przestrzenną <p lub <p1 ; osie 
Ę, 77, c:; są lokalnie styczne, normalne i binormalne do osi 
wieńca; wykorzystywany do opisu przemieszczeń, sil 
wewnętrznych i kształtu przekroju poprzecznego wień­
ca, 

- prostokątny prawoskrętny układ x,y,z o początku 02 
służący do opisu ruchu środka koła 01 . Oś x skierowa­
na jest wzdłuż osi toru; z - prostopadle do płaszczyzny 
toro; y - prostopadle do płaszczyzny x,y, 

- prostokątny prawoskrętny układ x1 ,Y1 ,z1 o początku 01 

powstały w wyniku translacji układu x,y,z. Płaszczyzna 
x1 ,z1 jest płaszczyzną osi wieńca, 

x°'y°'zo - współrzędne środka koła 01 w układzie x,y,z. 

Przez geometryczną oś wieńca rozumie się miej ­
sce geometryczne środków ciężkości przekrojów poprzecz­
nych nieodkształconego wieńca kola.  

3. Matematyczny model kola 

Układ sprzężonych równań różniczkowych opisują­
cych w układzie r, <p drgania swobodne wieńca kola wiru­
jącego wokół osi y1 z prędkością kątową ip 

O 
został wy­

prowadzony metodą d' Alemberta [ 1] ma postać : 

} (_m � +m �+m )-1ip !_ �11 v+s s)-k }u +!_ (k v-k �+k u = 
i? l 1 0</J 2 0</J 3 o a  4 1 I ;J ćxp 2 3 4 

= Rq ,; + m � - s ? ip O - m 19 ( x O cos rp I - z O 
sin rp I ), 

� (111 ,y+1'\ g"+S�+1ip0 !!_[!!_ ("\ f+l',:J+l',4'} � (k6v+k1 :r+ts0-ki <f+ 
a a ćxp orp 

+ k1 5w + 16 9 = m,; - s9<p� - m23y0 + m24 (x0 sin rp1 + ji0 cos rp ) , 

gdzie : 
u, v, w - przemieszczenie punktu O odpowiednio 

wzdłuż osi Ę, 77, Ś, 
.9 - kąt obrotu przekroju poprzecznego wieńca wzglę­

dem osi Ę, 
m; , s; - zredukowane masy i momenty masowe wieńca 

i tarczy koła, 
k; , f; - zredukowane sztywności wieńca i tarczy kola, 

ą1;,  q,1 , ą,, m1; , m,1 , m, - zewnętrzne ciągłe liniowe ob­
ciążenie osi wieńca . 

Pierwsze równanie układu ( l )  opisuje drgania podłużne 
(obwodowe) osi wieńca ; drugie drgania giętne w płasz­
czyźnie kola (radialne) ; trzecie-drgania giętne nie leżące w 
płaszczyźnie geometrycznej osi wieńca kola; czwarte­
drgania skrętne wieńca. Równania te są sprzężone siłami 
sprężystości i silami bezwładności . Siły bezwładności 
powodujące sprzężenie drgań wynikają z asymetrycznego 
przekroju poprzecznego wieńca oraz przyśpieszenia Co­
riolisa. Pierwsze dwa równania opisują drgania w płasz­
czyźnie koła, drugie dwa drgania z płaszczyzny kola. 

.... 



4. Częstotl iwości i amplitudy d rgai1 własnych 

Drgania S\-vobodne geometrycznej os i  wieóca opi ­
suje jednorodny układ równa 1'1 różn iczkowych ( 1 ) . W 
ogólnym przypadku zmiennego obrotowego ruchu kola 
układ równa!'l ( 1 )  jest układem o zmiennych współczynn i ­
kach . Jedynie dla ruchu jednostajnego ip 

O 
= const układ 

równm't ( I )  staje się układem o stałych współczynnikach . 
W związku z tym, dla ip 

O 
= const. rozwi,1zania problemu 

brzegowo-pocz,1tkowego jednorodnego układu ( 1 )  poszu­
kiwano w postaci funkcj i  o rozdzielonych zmjennych.  
Stosując metodę Fouriera uzyskano ścis łe rozwiązanie 
zagadni enia brzegowo-początkowego układu równai1 ( I ) . 
Przykładowo, w tabel i L dla sześciu pienvszych form 
drgań podano wyniki oblicze11 numerycznych częstotl iwo­
ści drgar'l własnych kola o średnicy nomina lnej 0. 95 m i 
grubości wie!'lca O. 05 m .  Obl iczenia wykonano dla prędko­
ści kątowych kola, którym w ruchu tocznym odpowiadają 
prędkości l iniowe O, 1 00, 200, 3 00, 4 00 km/h . 

W tabel i 2 podano wartości amplitud drgań harmo-
1ticznych dla prędkości 200 km/h . Warunki początkowe 
przyjęte w obliczeniach odpowiadają odkszta łceniom kola 
pod działaniem skupionej siły radialnej P= 1 N działającej 
w chwil i  t= 0 na tocznym okręgu kola (rys .2 ) .  

Rys .2 .  Odksztakenie k o l a  p o d  dzia łaniem s i ł y  rad ia lnej 

Z tabeli 1 wynika. że dla ip 
O 

= O każdej forntie 
drgm'l odpowiadają cztery wartości częstotl iwości . Wystę­
powanie czterech częstotliwości dla danej formy związane 
jest z istn ieniem czterech niezależnych współrzędnych : 
p rzemieszczenia stycznego u .  radialnego v, binormalnego 
11· i kąta obrotu przekroju poprzecznego .9. Dla formy 
drgań z zerową l iczbą śred1tic węzłowych występuje roz­
przężenie drgm'l obwodowych z pozostałymi rodzajanti 
drgai1 . Drgania podłużne wie1'lca są niezależne od drga11 
gi tnych i skrętnych . 

Ruch obrotowy kola powoduje podwojenie się dla każdej 
formy drgań. z wyjątkiem formy "zerowej " ,  l iczby często­
t l iwości drgai'l własnych .  Jak wynika z tabel l i 2 biforka­
ja drgm1 dotyczy częstotl iwości i amplitudy drgań .  Bif or-

ka ja w kole związana jest z rozchodzeniem się fa l spręży­
tych zgod1tie i przeciwnie do kienmku obrotów kola . 

Źródłem rozszczepienia drgań są siły bezwładności wyni­
kające z przyśpieszenia Coriolisa .  

5. Porównanie wyn ik6w obl iczeń teoretycznych z wyni­
kami badań doświad.czalnych 

W tabeli 3 porównano wartości częstotliwości drgai1 
własnych ko la .  otrzymane w wyniku bada 11 doświadcza l ­
nych z wynikami obl i cze!'1 teoretycznych. Zamieszczone 
częstotliwości odpowiad,tją formom drga i'l kola charakte­
ryzujących się zerową liczb,1 okręgów węzłowych. Numer 
formy (kolumna I )  określa równocześnie liczbę średnic 
węzłowych . 

Wyniki hadań eksperymentalnych i teoretycznych 
Tabela 3 

Nr Częstot l i -
for- wuść Częslot l iwoś� z ohliczeti teordycznych i Hz i 
my z hadat\ 
n doś\viad. 

! Hz ]  MES Metoda anal ityczna 
wg 1 2 ]  

wg l2 J  wg  13 ] t�= l  1�=0 .75 
1 2 87 1 329 330 3 3 0  

- - 3520 373 373 
() - - 78 1 0  G89G 

- - 1 4733 1 4733 
4 1 G  953  9R2 4 1 5  4 1 3  

- - 6623 6623 
1 - 7827 8072 726X 

- - - 1 5907 1 5907 
! G6 X  1 6 56  1 62 5  1 702 1 5 85 

- - 9062 8470 
2 - - - 1 0 0 1 5  1 00 1 0  

- 209 1 0  20908 
4595 457 1 4502 5068 4576 

- - - 1 0697 1 0270 
3 - - - 1 0977 1 0932 

- - - 28689 28GX4 
X543 84XX 8378 1 0804 93 1 8  

- - 1 1 5 59  1 1 397 
4 ; . - 1 1 979 1 2032 

- 372 59  37249 

Wyniki bada11 doświadcza lnych i obliczeń nume­
rycznych. wykonanych metodą elementów skończonych 
(MES), uzyskane przez różnych autorów dla tego samego 
modelu kola zosta ły zaczerpnięte z literatury. Dla n = 1 
zwraca uwagę ba rdzo duża róż1tica wyników badm'l do­
świadczalnych w odniesieniu do v01ników otrzymanych z 
MES .  

Dwie ostatltie kolumny tabeli 3 zawierąją wy1tiki 
ana l izy numerycznej modelu kola omawia11ego w ramach 
niniejszego artyku łu .  Do częstotliwości ok. 1 700 Hz ob­
senvuje się dużą zgodność doświadczenia z teorią. Róż1tica 
między teorią a eksperymentem dla wyższych częstotliwo­
ści drgań spowodowana jest wpływem ści nania w kole. 
Działanie ścinania uwzględnia się przez wprowadzenie 
sta łego współczynnika fs, którego wartość wyznaczona 
empirycznie dla kola kolejowego wynosi O. 75 . Skutkiem 
przyjęcia stałej wartości /s występuje zbyt duża korekta 
ścinania przy częstotliwościach niższych i zbyt mała przy 
częstot l iwościach wyższych . 

Wyniki przedstawione w tabeli 3 wskazują, że 
opracowany model kola może być wykorzystany do analizy 

dynamicznej wysokoczęstotliwościowych drgań kola w 
zakresie do ok. 5 kHz. Można oszacować, że w zakresie O 
+ 2 kHz model ten pozwala na dokładną prognozę dyna­
micznego zachowania kola, natontiast powyżej 2 kHz 
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Formy i częstotl iwości drga11 własnych koła 

Tabela 1 
Nr 

Fonna Częstotl iwość [Hz] przy prędkości V[km/h] 
fom1y 

drga11 własnych 
o 1 00 200 3 00 400 

90 . 06  90 . 06  90 . 06 90 . 06  90 06 

o 5 86 . 2 1 5 86 . 2 0  5 8 6 . 1 5  5 86 . 0 8  5 8 5  9 8  

1 5 20 . 1 7  1 5 20 . 1 7  1 5 20 . 1 8  1 5 20  20  1 5 2 0 . 23 

2748 . 69  2 748 . 75 2748 . 94 2 749 . 25  2749 . 69  

94 . 7 8  94 . 66  94 . 54  94 .4 1 94 . 29  -

94 . 9 1 95 .03  95 . 1 6 95 . 29  

1 2 82 . 2 9  1 2 76 . 1 7  [ 270 . 04 1 263 . 9 1  1 25 7 . 7 7  
1 2 8 8 .40 1 294 . 5 0  1 3 00 . 5 9  1 3 06 . 66  

1 67 9 . 5 9  
1 6 7 8 . 98 1 6 7 8 . 3 8  1 6 77 . 80  1 6 7 7 . 22  
1 6 80 . 20  1 6 8 0 . 8 3  1 68 1 .4 7  1 682 . 1 l 
295 3 . 5 9  2947 . 5 2  294 1 . 5 4  293 5 . 65 

295 9 . 74 2965 . 9 8 2972 . 3 1 2979 . 72 2985 . 2 1 

307 . 9 8  3 0 7 . 29  306 . 60  3 05 . 9 1  305 . 23  
308 . 6 7  309 . 3 6  3 l 0 . 05 3 l 0 . 74 

1 709 .48  1 705 . 3 2  l 70 1 . 0 7  l 696 . 73 1 692 . 3 1  
2 1 7 1 3 . 5 6  1 7 1 7 . 5 4  1 72 1 .44  1 725 . 25 

2 1 02 .49 
2097 . 5 2  2092 . 69 208 8 . 00 2083 .43  
2 1 07 . 5 9 2 1 1 2 . 82 2 1 1 8 . 1 9  2 1 23 . 70 
3 8 8 3 . 8 9 3 8 75 . 3 7  3 86 6 . 8 7  3 8 5 8 . 3 9  

3 892 .43  3 90 1 . 00 3909 . 5 8  3 9 1 8 . 1 9  3 926 . 83 

893 . 70 892 . 1 5  890 . 60  8 8 9  05  8 8 7 . 5 1 
895 . 2 5  896 . 8 0  8 9 8 . 3 6  899 . 9 1 

1 996 . 72 1 9 90 . 8 5  1 9 84 . 94 1 9 78 . 99 1 9 72 . 99 
..., 2002 . 5 3  2008 . 3 0  20 1 4  O l  20 1 9 . 66 .) 

242 1 . 5 0  
2420 . 04 24 1 8 . 64 24 1 7 . 3 3  24 1 6 . 08 
2423 . 04 2424 . 6 7  2426 . 3 7  2428 . 1 6  
5 3 3 0 . 8 1 5 323 . 8 3  5 3 1 6 . 8 9 5 309 . 9 8  

5 3 3 7 . 8 1 5 344 . 84 5 3 5 1 . 9 0  5 3 5 9 . 00  5 3 66 . 1 2  

1 722 . 8 8  1 720 . 1 1  l 7 l 7 . 3 3  l 7 1 4 . 5 6  1 7 1 1 . 79  
1 725 . 66  l 728 . 43  1 73 1 . 2 1  1 73 3 . 99 

2 1 9 1 . 49 2 1 84 . 6 8  2 1 7 7 . 8 6  2 1 7 1 . 06 2 1 64 . 26 
4 2 1 9 8 . 3 2  2205 . 1 5  22 1 1 . 99 22 1 8 . 8 3  

2909 . 95 
2908 . 9 1 2907  8 9  2906 . 8 9  2905 9 0  
29 1 1 . 0 1  29 1 2  09 29 13 . 1 8  29 1 4 . 29  
69 1 6 .48  69 1 0 . 3 9  6904 . 1 8  689 8 . 2 7  

6922 . 6 1 692 8 . 76 6934 .93  694 1 . 1 3 6947 . 36  

2 3 5 5 .49  2 348 .64 234 1 . 79 2334 . 96 23 2 8 .  I 3 
2362 . 3 5  2 369 . 2 1 2376 . 08  2 3 8 2 . 96 

2707 . 09 2702 . 8 6  2698 . 64 2694 .44 2690 . 25 
5 27 1 1 . 3 4  27 1 5 . 6 1 2 7 1 9 . 90 2724 . 2 1 

3 6 1 1 . 22 
3608 . 74 3606 .26  3 603 . 7 7  3 60 1 . 29 
36 1 3 . 70 3 6 1 6 . 1 8  36 1 8 . 66 362 1 . 1 4 

85 5 6 . 5 8  
8 5 5 0 . 86 8545 . 1 5  8 539 . 4 7  853 3 . 80  
8 562 . 3 3  8 568 . 1 O 8 5 7 3 . 8 9  8579 . 69 
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należy mieć na uwadze różnice spowodowane ścinan iem w 
kole . 

6. Fale sp rężyste w wieńcu kola  

Metoda Fouriera w zastosowaniu do  układów cią­
głych pozwala zwykle uzyskać rozwiązanie w postaci fa l 
stojących. Wykorzystując za leżności wynikające z wy­
znacznika charakterystycznego układu równa11 ( 1 ) . z 
drganiowej formy rozwiązania tego układu, otrzymano 
rozwiązanie w postaci fal biegnących .  Przykładowe roz­
wiązanie fal podłużnych propaf,111jących się w wie1ku wi­
mjącego kola ma następującą postać :  

gdzie : 

Q,,; - amplituda fal i  biegnącej o częstości w,,; . 
f//,, ;  - przesunięcie fazowe fal i ,  
sgn (HBnJ = 1 dla fali o zwrocie kątowej prędkości fazowej 

zgodnym ze zwrotem kątowej prędkości kola, 
sgn (HB,,;) =- 1  dla fali o zwrocie kątowej prędkości fazowej 

przeciwnym do zwrotu kątowej prędkości kola .  

Każdy z wyrazów szeregu (2) (oprócz n = O) repre­
zentuje sprężystą falę harmoniczną Każda fala mono-
chromatyczna charakteryzuje się ośmioma różnymi co do 
wartości bezwzględnej amplitudami i prędkościami fazo­
wymi. Ampl itudy. których wartości podano w dB przy 
poziomie odniesienia 1 0· 1 1  m i prędkości fazowe są zależ­
ne od kątowej prędkości kola .  

W tabeli 4 podano wyniki oblicze11 propagacj i  sprę­
żystych fal harmonicznych w wie1'tcu kola zestawu koło­
wego. Fale wzbudzane są wanmkami początko„vymi jak na 
rys. 2 .  Każda fala monochromatyczna ma osiem prędkości 
fazowych, cztery o zwrocie zgodnym i cztery o zwrocie 
przeciwnym do zwrotu kątowej prędkości kola .  Oznacza 
to, że propagacja fal następuje w kiemnkach o przeciw­
nych zwrotach, przy czym dla ip 

O 
= O "vystępuje pełna 

symetria co do wartości prędkości fazowych, a w przypad­
ku symetrycznych wamnków początkowych również co do 
wartości amplitud. Ruch obrotowy kola powoduje namsze­
nie symetrii propagacj i  fal sprężystych w wyniku pojawie­
nia się sił bezwładności związanych z przyśpieszeniem 
Coriolisa. Prędkości fazowe fal o przeciwnych zwrotach są 
różne i zależne od prędkości wirowania kola . Wynika 
stąd. że w kole wimjącym nie mogą powstać fale stojące . 
Szczegółowo problem fal sprężystych w wie11cu kola kole­
jowego był omawiany w pracach [ 1] i [ 4] . 

Na rys . 3 ,  dla prędkości O, 200 i 400 km/h, przed­
stawiono rozchodzenie się paczki fal giętnych składającej 
się z fal monochromatycznych o liczbach falo'vvych od 1 do 
50. Czas t po którym przedstawiono na kolejnych rysun­
kach bieżące położenie paczki fal wyliczono z wamnku, iż 
przy prędkości kola ip 

O 
= O fala harmoniczna o najwięk­

szej prędkości fazowej przebyła drogę /Jd = 0°, 9a°, 180°, 

2 70", 360" i 450° . Przerywane osie symetri i obrazują obrót 
kola po czasie t. 

Prędkość kola v�o km/h 

t=0.
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Rys .3 .  Propagacja paczek fal 

7. Bifurkacja i efekt dudnienia w kole 

Bifurkacja drgai'l w wimjącym kole powoduje podwo­
jenie się l iczby częstotl iwości dla każdej formy drgai'l z 
wyjątkiem formy zerowej .  Jedna z częstotliwości ma war­
tość niższą, a dmga wyższą w porównaniu do częstotliwo­
ści dla kola nieruchomego. Może zatem istnieć taka pręd­
kość kola ,  przy której dwie częstotliwości tej samej formy 
drgań mają identyczną wartość. Z fizycznego punktu wi ­
dzenia oznacza to, że może nastąpić utrata stateczności 
drgającego układu. Prędkość, dla której występuje to zja­
wisko jest krytyczną prędkością kola zestawu. 

Na rys .4  przykładowo zilustrowano dla formy drgań 
n =3 (trzy średnice węzłowe) bifurkację częstotliwości w 
kole. Obliczenia wykonano dla kola o średnicy nomina lnej 
0. 95 m oraz gmbości wie1'lca O. 05 m ("vykres lewy) i a. 03 
m (wykres prawy) . 

Wyniki obl icze1't wskazują, że utrata stateczności kola 
może "vystąpić w zakresie bardzo dużych prędkości, któ­
rych osiągnięcie w praktyce jest niemożliwe. Należy jed­
nak zwrócić uwagę, że na wartości częstotliwości mąją 

wpływ materiały konstmkcyjne i sama konstmkcja kola .  
Stąd też dla każdego koła a w szczególności dla kół, 
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Nr 
Często-formy 
tliwość n 

[Hz] Qni 
90 .06  O . OOO 

o 5 86 . 1 5  0 . 627 
1 520 . 1 8  0 . 003 
2748 . 94 0 . 1 3 2  

94 . 54  0 . 420 
95 .03  0 . 4 1 2  

1 270 .04 6 . 2 6 1  
1 1 294 . 5 0  5 . 924 

1 678 . 3 8  0 . 984 
1 680 . 83  1 . 039  
2947 . 52  1 .483 
2972 . 3 1 1 . 5 34  

306 . 60 0 . 1 72 
309 . 36  0 . 1 66  

1 70 1 .07 2 . 1 84 
2 1 7 1 7 .54 1 . 935 

2092 . 69 2 . 066 
2 1 1 2 . 82 2 . 2 1 9  
3 875 . 37  1 . 070 
3 909 . 5 8  1 . 068 

890 .60 0 . 052 
896 . 80  0 . 049 

1 984 .94 2 . 0 1 3  
3 2008 . 3 0  1 . 894 

24 1 8 . 64 0 .469 
2424 .67 0 . 5 27 
5323 . 83 0 . 409 
5 3 5 1 . 90 0 .4 1 6  
1 7 1 7 . 3 3  0 . 09 1  
1 728 .43 0 . 084 
2 1 77 . 86 1 .482 

4 2205 . 1 5 1 . 445 
2907 . 89  0 . 06 1 
29 1 2 . 09 0 . 056  
69 1 0 . 39  0 . 1 8 8 
6934 .93  0 . 1 92 
234 1 . 79 1 . 0 1 7  
23 69 . 2 1 0 . 988  
2698 . 64 0 . 03 7  
27 1 5 . 6 1  0 . 042 
3 606 .26 0 . 0 1 1  
3 6 1 6 . 1 8  0 . 0 1 0  
8545 . 1 5 0 . 1 02 
8 5 68 . 1 0  0 . 1 05 
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Amplitudy drgań własnych koła 

Prędkość koła V==200 km/h 
Amplituda drga11 

x l 0- 1 1 [m/N) 

HBniQni H l \;Qn ; HiniQni H l \;Qn; H2\;Qn ; 
- O . OOO - 0 .408 -
- -0 . 002 - O .OOO -
- 0 . 1 24 - -0 .068 -
- 8 . 986 - 0 . 1 5 5 -

-0 .420 -0 .4 1 7  -0 .4 1 7  1 9 . 765 1 9 .765 
0 .4 1 2  0 .409 -0 .409 - 1 9 .464 1 9 .464 

-6 .26 1 -3 . 1 60 -3 . 1 60 -0 . 1 47 -0 . 1 47 
5 . 924 2 . 954 -2 . 954 0 . 1 1 5 -0 . 1 1 5 

-0 . 984 -0 . 046 -0 .046 -0 .045 -0 . 045 
1 . 039  0 . 052  -0 .052 0 . 052 -0 .052 
1 .483  -3 . 329  3 . 329 -0 .035 0 . 03 5  

- 1 . 5 34  3 . 240 3 .240 0 . 032  0 . 032 
-0 . 1 72 -0 . 3 3 7  -0 . 3 37  5 . 655  5 . 65 5  
0 . 1 66 0 . 326 -0 . 326 -5 . 509 5 . 5 09 

-2 . 1 84 -3 .250 -3 .250 -0 .98 1 -0 . 98 1 
1 . 935  2 . 928 -2 .928 0 . 904 -0 . 904 

-2 .066 -2 .470 -2 .470 0 . 465 0 .465 
2 . 2 1 9  2 . 703 -2 . 703 -0 .420 0 . 420 
1 . 070 -0 . 8 56  0 . 856  -0 .006 0 . 006 

- 1 . 068 0 . 8 5 8  0 . 8 5 8  0 . 006 0 . 006 
-0 .052  -0 . 1 49 -0 . 1 49 1 .5 06 1 . 5 06 
0 . 049 0 . 1 42 -0 . 1 42 - 1 .452 1 .452 

-2 . 0 1 3  -5 . 026 -5 . 026 - 1 . 688  - 1 . 688  
1 . 894 4 . 797 -4 .797 1 . 654 - 1 . 654  

-0 .469 - 1 . 050 - 1 .050 0 . 9 1 6  0 . 9 1 6  
0 . 527  1 . 2 1 0 - 1 . 2 1 0  -0 .9 1 8  0 . 9 1 8  
0 . 409 -0 . 222 0 . 222 -0 . 003 0 . 003 

-0 .4 1 6  0 . 229 0 . 229 0 . 003 0 . 003 
-0 .09 1 -0 .340 -0 . 340 1 . 723 1 . 723 
0 . 084 0 . 3 1 5  -0 . 3 1 5  - 1 . 640 1 . 640 

- 1 .482 -5 .20 1 -5 .20 1 -2 . 328  -2 . 3 28 
1 .445 5 . 1 3 5  -5 . 1 3 5  2 .268 -2 .268 
0 . 06 1 0 . 20 1 0 .20 1 -0 .736 0 .736 

-0 . 056  -0 . 1 77 -0 . 1 77 0 . 7 1 6  0 . 7 1 6  
0 . 1 8 8 -0 .089 0 . 089  -0 . 002 0 . 002 

-0 . 1 92 0 . 093 0 . 093 0 . 002 0 . 002 
- 1 . 0 1 7  -4 . 5 95 -4 . 595 1 . 246 1 . 246 
0 . 9 88  4 . 5 1 3  -4 . 5 1 3  - 1 .287 1 .287 

-0 . 037  -0 . 1 5 1  -0 . 1 5 1 - 1 . 748 - 1 . 748  
0 . 042 0 . 1 75 -0 . 1 75 1 . 805 - 1 . 805 
0 . 0 1 1 0 . 049 -0 . 049 -0 .492 0 . 492 

-0 . 0 1 0  -0 . 045 -0 . 045 0 .476 0 .476 
0 . 1 02 -0 . 047 0 . 047 -0 .00 1 0 . 00 1  

-0 . 1 05 0 . 049 0 . 049 0 . 00 1 0 . 00 1 

x l 0- 10 [rad/N] 

H l 3niQni H23niQni 
-0 . 00 1  -
-0 . 002 -
1 .409 -

-3 . 1 90 -
-4 . 1 50 -4 . 1 5 0  
4 . 077 -4 .077 

-7 . 08 1 -7 .08 1 
7 . 0 1 8  -7 . 0 1 8  
5 . 1 06 5 . 1 06 

-5 .065 5 . 065 
0 . 907 -0 . 907 

-0 . 85 1 -0 . 8 5 1 
-3 . 3 1 6  -3 . 3 1 6  
3 .2 1 9  -3 . 2 1 9  

-8 . 8 37  -8 . 8 3 7  
8 . 5 99 -8 . 5 99 
8 . 1 1 9 8 . 1 1 9 

-7 . 904 7 . 904 
0 . 05 1 -0 .05 1 

-0 . 048  -0 . 048  
- 1 . 3 72 - 1 .372 
1 . 3 1 3 - 1 . 3 1 3 

-5 . 5 8 7  -5 . 5 8 7  
5 . 79 1 -5 . 79 1 
5 . 777 5 . 777 

-5 . 967 5 . 967 
-0 . 0 1 1 0 . 0 1 1 
0 . 0 1 1 0 . 0 1 1  

-2 .2 1 1  -2 . 2 1 1 
2 .083  -2 .083  

-0 .227 -0 .227 
0 .424 -0 .424 

-2 .248 2 .248 
2 . 1 62 2 . 1 62 

-0 .008 0 . 008  
0 . 009 0 . 009 

-3 . 592 -3 . 5 92 
3 . 663 -3 . 663 
3 .23 1 3 . 23 1 

-3 . 3 02 3 . 302 
-O . S 32  0 . 532  
0 . 526 0 . 526 

-0 . 005 0 . 005 
0 . 006 0 . 006 

Tabela 2 

Kąt 
fazowy 

\!'ni 

o 
7t 

o 
o 
o 
7t 

o 
7t 

o 
7t 

o 
7t 

7t 

o 
7t 

o 
7t 

o 
7t 

o 
o 
7t 

o 
7t 

o 
7t 

o 
7t 

7t 

o 
7t 

o 
o 
7t 

7t 

o 
o 
7t 

o 
7t 

7t 

o 
o 
7t 



Prędkości fazowe i amplitudy fal sprężystych w wieńcu koła 
Tabela 4 

Prędkość koła Prędkość koła Prędkość koła 
Dłu- gość V=O km/h V=200 km/h V=400 km/h 

fali Prędkość Ampli- Prędkość Ampl i - Prędkość Ampli-
[rad] fazowa tuda Faza fazowa tuda Faza fazowa tuda Faza 

fali fali fali fali fali [deg] fali fali [deg] fali fali [deg] [ l is] [dB] [ 1 /s] [dB] [ 1 /s] [dB] 
+596 -7 . 69  1 80 +594 -7 . 6  I o +592 -7 . 52  o 
- 596 -7 .69  o -597 -7 . 7 1 1 80 - 599 -7 . 86 1 80 

+8057  9 . 7 1  1 80 +7980 9 .99  o +7903 1 0 .27 o 
2rr -805 7 9 . 7 1  o -8 1 34 9 .4 1 1 80 -82 1 0  9 . 1  O 1 80 

+ 1 0 5 5 3  -26 . 1 7  1 80 + 1 0546 -26 . 70 o +1 05 3 8  -27 .26 o 
- 1 05 5 3  -26 . 1 7  o - 1 056  J -25 . 66 1 80 - 1 0569 -25 . 1 8  1 80 
- 1 8 597 1 0 . 3 3  o - 1 8520 1 0 . 44 o - 1 8445 1 0 . 5 6  o 
+ 1 8 597 1 0 . 3 3  1 80 + 1 8676 1 0 . 2 1 1 80 + 1 8757  1 0 . 1 0 1 80 

+968 -9 . 60 o +963 -9 .46 1 80 +959  -9 . 3 2  1 80 
-968 -9 . 60 1 80 -972 -9 . 74 o -976 -9 . 8 8  o 

+53 70 9 . 7 1 o +5344 1 0 . 24 1 80 +53 ] 7  1 0 . 66  1 80 
TC - 5370 9 . 7 1  1 80 - 5 396 9 . 3 3  o -5420 8 . 8 5  o 

+6605 8 . 26 o +6574 7 . 8 5  1 80 +6545 7 .43 1 80 
-6605 8 . 26 1 80 -663 8 8 . 64 o -6672 8 . 99 o 

- 1 2228 - 1 . 3 4  1 80 - 1 2 1 75 - 1 . 3 5  1 80 - 1 2 1 2 1  - 1. 3 7  1 80 
+ 1 2228 - 1 . 3 4  o + 1 2282 - 1 . 3 3  o + 1 23 3 6  - 1 . 3 2  o 
+ 1 872 - 1 6 . 73 1 80 + 1 865 - 1 6 . 5 2  o + 1 859  - 1 6 . 3 1 o 
- 1 872 - 1 6 . 73 o - 1 878 - 1 6 . 94 1 80 - 1 8 8 5  - 1 7 . 1 5  1 80 
+4 1 82 1 3 . 8 3  1 80 +4 1 5 7 1 4 . 02 o +4 1 32 1 4 . 2 1 o 

2rr/3 -4 1 82 1 3 . 83 o -4206 1 3 . 62 1 80 -4230 1 3 . 3 9  1 80 
+5072 1 . 04 1 80 +5066 0 .43 o +5060 -0 . 1 9  o 
-5072 1 . 04 o -5078 1 . 65 1 80 -5086 2 .26 1 80 

- 1 1 1 79 - 1 2 . 9 5  o - 1 1 1 5 0 - 1 3 . 09 o - 1 1 1 2 1  - 1 3 . 23 o 
+ 1 1 1 79 - 1 2 . 95 1 80 + 1 1 209 - 1 2 . 8 1 1 80 + 1 1 23 9  - 1 2 . 68 1 80 
+2706 -9 . 70 o +2698 -9 . 3 7  1 80 +2689 -9 . 04 1 80 
-2706 -9 . 70 1 80 -27 1 5 - 1 0 . 03 o -2724 - 1 0 . 3 5  o 
+3442 1 4 .27 o +342 1  1 4 . 3 2  1 80 +3400 1 4 . 3 7  1 80 

rr/2 -3442 1 4 . 27 1 80 -3464 1 4 . 2 1  o -3485 1 4 . 1 5  o 
-45 7 1  - 1 4 . 49 o -4568  - 1 3 . 94 o -4565  - 1 3 . 40 o 
+457 1  - 1 4 .49 1 80 +4574 - 1 5 . 02 1 80 +4578  - 1 5 . 5 5 1 80 

- 1 0874 -20 . 8 1  1 80 - 1 08 5 5  -20 . 97 1 80 - 1 0836  -2 1 . 1 4 1 80 
+ 1 0874 -20 . 8 1  o + 1 0893 -20 . 66 o + 1 09 1 3  -20 . 5 0  o 
+2960 1 3  . 1 7  1 80 +2943 1 3 . 25  o +2926 1 3 . 3 2  o 
-2960 1 3 . 1 7  o -2977 1 3 . 09 1 80 -2995  1 3 . 0 1  1 80 
+3402 - 1 5 .  78 1 80 +3 3 9 1  - 1 6 .45 o +33 8 1  - 1 7 . 1 4  o 

rr/5 -3402 - 1 5 . 78 o -3 4 1 3 - 1 5 . 1 2  1 80 -3423 - 1 4 .47 1 80 
-453 8  -26 . 5 5  1 80 -4532  -26 . 20 1 80 -4526 -25 . 8 3  1 80 
+45 3 8  -26 . 5 5  o +4544 -26 . 9 1 o +45 5 0  -27 . 26 o 

- 1 0753  -26 . 3 8  o - 1 073 8 -26 . 5 3  o - 1 0724 -26 . 69 o 
+ 1 0753  -26 . 3 8  1 80 + 1 0767 -26 . 23 1 80 + 1 0782 -26 . 08 1 80 
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Nr Często-
fonny tliwość 
drgań dudnienia 

[Hz] 

0 . 5 0  

l 24 .46 
2 . 45 

24 .79 
2 . 76 

2 1 6 .47 
20 . 1 3  
34 . 22 

6 . 20 

3 23 . 3 6  
6 .02  

2 8 . 07 
1 1 . 1  O 

4 27 .29 
4 . 20 

24 . 54  
27 . 42 

5 1 6 . 97 
9 . 92 

22 . 95 

1 . 00 

1 48 . 90 
4 . 8 9  

49 . 5 6  
5 . 5 2  

2 32 . 94 
40 .26  
6 8 . 43 
1 2 .40 

3 46 .67  
1 2 . 08  
56 . 1 4  
22 .20  

4 54 . 5 7  
8 . 3 9  

49 .09  
54 . 8 3  

5 3 3 . 95 
1 9 . 84 
45 . 8 9  
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Częstotl iwości i amplitudy dudnienia 

Amplituda dudnienia 

AU'nd o· 1 1 [m/NJ AU\i 1 0· 1 1 [m/N] AU\i 1 0· 1 1 [m/N] 
max mm max 111111 max mm 

Prędkość koła V=200 km/h 

0 . 8 32  0 . 009 0 . 825 0 . 008 39 . 228 0 . 3 0 1 
1 2 . 1 8 5 0 . 3 3 7  6 . 1 1 4 0 .205 0 . 262 0 . 032 
2 . 023 0 . 0 5 5  0 . 098 0 . 006 0 . 096 0 . 007 
3 . 0 1 8  0 . 05 1 6 . 5 69 0 . 088  0 . 068 0 . 003 
0 . 3 3 7  0 . 006 0 . 663 0 . 0 1 1  1 1 . 1 64 0 . 1 46 
4 . 1 1 9 0 . 249 6 . 1 7 8  0 . 3 22 l . 886  0 . 077 
4 . 284 0 . 1 5 3 5 . 1 73 0 . 233  0 . 8 84 0 . 045 
2 . 1 3 8  0 . 002 l . 7 1 4  0 . 003 0 . 0 1 2  O . OOO 
0 . 1 0 1  0 . 003 0 . 292 0 . 007 2 . 95 9  0 . 054 
3 . 907 0 . 1 1 8 9 . 823 0 . 229 3 . 342 0 . 034  
0 . 996 0 . 059  2 . 260 0 . 1 5 9  1 . 8 33  0 . 002 
0 . 825 0 . 007 0 . 45 0  0 . 007 0 . 006 O . OOO 
0 . 1 75 0 . 007 0 . 655  0 . 025 3 . 3 64 0 . 0 83  
2 . 927 0 . 0 37  1 0 . 3 36  0 . 066 4 . 5 96  0 . 060 
0 . 1 1 7 0 . 006 0 . 3 78 0 . 023 1 . 452 0 . 020 
0 . 3 79 0 . 004 0 . 1 82 0 . 003 0 . 003 O . OOO 
2 . 004 0 . 029 9 . 1 08 0 . 082 2 . 5 3 3  0 . 042 
0 . 079 0 . 005 0 . 326  0 . 025 3 . 5 52  0 . 057 
0 . 02 1 0 . 00 1 0 . 094 0 . 004 0 . 968  0 . 0 1 6  
0 . 207  0 . 003 0 . 096 0 . 002 0 . 002 O .OOO 

Prędkość koła V=400 km/h 

0 . 8 3 2  0 . 0 1 7  0 . 825 0 . 0 1 6  39 . 230  0 . 602 
1 2 . 1 76 0 . 674 6 . 1 1 2 0 . 4 1 1 0 . 264 0 . 064 
2 . 026 0 . 1 1 0  0 . 098 0 . 0 1 2  0 . 096 0 . 0 1 4  
3 . 0 1 1  0 . 1 02 6 . 5 7 1 0 . 1 76 0 .068  0 . 006 
0 . 3 3 7  0 . 0 1 2  0 . 663 0 . 02 1 1 1 . 1 65 0 . 292 
4 . 1 2 6  0 .496 6 . 1 83 0 . 642 1 . 885  0 . 1 54 
4 .277 0 . 3 05 5 . 1 69 0 .463 0 . 882 0 . 090 
2 . 1 3 7  0 . 005 1 . 7 1 3  0 . 005 0 . 0 1 2  0 . 00 1 
0 . 1 0 1  0 . 006 0 . 292 0 . 0 1 4  2 . 960 0 . 1 09 
3 . 902 0 . 237  9 . 807 0 .458  3 .3 3 9  0 . 069 
1 . 00 1 0 . 1 1 7 2 . 276 0 . 3 1 8  1 . 829 0 . 003 
0 . 825  0 . 0 1 4  0 .450 0 . 0 1 4  0 . 006 O . OOO 
0 . 1 75 0 . 0 1 5  0 . 657  0 .049 3 . 367  0 . 1 66 
2 . 926 0 . 073 I 0 . 3 32  0 . 1 32 4 . 600 0 . 1 2 0  
0 . 1 1 8 0 . 0 1 2  0 . 3 8 1  0 . 047 1 . 45 3 0 . 040 
0 . 3 79 0 . 009 0 . 1 82 0 . 007 0 . 003 O . OOO 
2 . 004 0 . 0 5 8  9 . 1 06 0 . 1 64 2 . 5 3 5  0 . 083  
0 . 079 0 . 0 1 0  0 . 3 28  0 . 05 0  3 . 5 55  0 . 1 1 4  
0 . 02 1 0 . 00 1 0 . 094 0 . 008 0 . 969 0 . 03 1 
0 .206 0 . 005 0 . 096 0 . 003 0 . 002 O . OOO 

Tabela 5 

AU\i 1 0· 1 0 [rd/N] 
max mm 

8 . 227 0 . 072 
1 4 . 1 00 0 . 063 
1 0 . 1 7 1  0 . 042 

1 . 75 8 0 . 0 56  
6 . 5 35  0 . 097 

1 7 .436  0 . 237  
1 6 .023 0 . 2 1 5  
0 . 099 0 . 003  
2 . 685 0 . 059  

1 1 . 3 7 8  0 . 205 
1 1 . 743 0 . 1 90 
0 . 023 O . OOO 
4 .294 0 . 1 29 
0 .65 1 0 . 1 97 
4 .4 1 0  0 . 086 
0 . 0 1 7  O . OOO 
7 .255  0 . 07 1  
6 . 5 3 3  0 . 070 
l . 05 8 0 . 007 
0 . 0 1 1  O . OOO 

8 .227 0 . 1 44 
1 4 . 09 1  0 . 1 27 
1 0 . 1 6 1  0 . 084 
1 .760 0 . 1 1 2 
6 . 5 36  0 . 1 94 

1 7 . 3 80  0 .473 
1 5 .969 0 .429 
0 . 099 0 . 005 
2 . 686  0 . 1 1 7 

1 1 . 3 66 0 . 407 
1 1 . 733  0 . 378  
0 . 023 0 . 00 1 
4 . 299 0 .257 
0 . 65 1 0 . 3 94 
4 .4 1 5  0 . 1 72 
0 . 0 1 7  0 . 00 1 
7 . 257  0 . 1 4 1  
6 . 5 3 5  0 . 1 40 
1 . 0 58  0 . 0 1 3  
0 . 0 1 1 O . OOO 

l 
J 

J 



'I 

J 

Nr 
fonny 
drga11 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 

3 

4 

5 

Częstotliwości drgań i i dudnienia punktu styku koła z szyną 

Częstotliwość drgai't [Hz] Częstot . dudnienia [Hz] Droga lct [m] 

Prędkość koła [km/h] 

1 00 200 400 1 00 200 400 1 00 200 

Grubość wieńca koła 0 . 0 5  m 

94 . 7 8  94 . 78  94 .79  1 8 . 3 6  3 6 . 73 73 .46 1 . 5 1 3 1 . 5 1 3  
1 282 .2 8 1 282 . 27 1 2 82 . 22 6 . 3 8  1 2 .77 25 . 56  4 . 3 52  4 . 3 5 1 
1 679 . 59  1 679 . 6 1 1 679 . 6 7  1 7 . 3 9  34 .78  69 . 5 6  1 . 597  1 . 597  
295 9 . 78 295 9 . 9 1  2960 .43  3 1 . 0 1  62 . 02 1 24 . 02 0 . 896 0 . 896 

3 07 . 98 307 . 98  307 . 99 3 5 . 85 7 1 . 70 1 43 .40 0 . 775 0 . 775 
1 709 .44 1 709 .3  l 1 708 . 7 8  28 . 99 5 7 .98  1 1 5 .  9 8  0 .95 8 0 . 9 5 8  
2 1 02 . 5 5  2 1 02 .76 2 1 03 . 5 7  27 . 1 7  54 . 3 3  1 0 8 . 65 1 . 023 1 . 023 
3 892 .44 3 892 .48 3 892 . 6 1  54 . 34  1 08 . 68  2 1 7 . 3 5  0 . 5 1 1  0 . 5 1 1  

893 . 70 893 .70 893 . 7 1  5 2 . 74 1 05 .49 2 1 0 . 97  0 . 527  0 . 527 
1 996 .69  1 996 .62 1 996 . 32  44 . 1 6  8 8 . 3 3  1 76 . 70 0 . 629 0 . 629 
242 1 . 54  242 1 . 65 2422 . 1 2  5 2 . 84 1 05 . 67 2 1 1 . 29  0 . 526 0 . 526  
5 3 3 7 . 82 5 3 37 . 8 7  5 3 3 8 . 05 69 . 8 8  1 3 9 . 76 279 . 5 2  0 . 398  0 . 398  
1 722 . 8 8  1 722 . 8 8  1 722 . 89  68 . 9 1  1 3 7 . 82 275 . 64 0 .403 0 .403 
2 1 9 1 . 5 0  2 1 9 1 . 5 1  2 1 9 1 . 5 5  60 . 8 1  1 2 1 . 63  243 .26  0 .45 7 0 .457  
2909 .96 2909 .99  29 1 0 . 1 0  76 . 56  1 5 3 . 1 2  306 . 22 0 . 3 63 0 . 3 63 
6922 . 62 6922 . 66 6922 . 8 1 86 . 73 1 73 .46 346 . 92 0 . 320 0 . 320  
2355 .49 2355 . 50  2355 . 5 5  7 9 . 3 6  1 5 8 . 73 3 1 7 .46 0 . 3 50  0 . 3 5 0  
2707 . 1 0  2707 . 1 2  2707 .23 84 . 59  1 69 . 1 7  3 38 . 34  0 . 328  0 . 328  
36 1 1 .22 3 6 1 1 .22 3 6 1 1 . 2 1  9 8 . 03 1 96 . 07  3 92 . 1 4  0 . 283  0 . 283  
8 5 56 . 5 9  8 556 .63 8 5 56 . 75 1 04 . 5 5  209 .09 4 1 8 . 1 8  0 .266 0 . 266  

Grubość wieńca 0 . 03 m 

1 1 6 . 93 1 1 6 .93 1 1 6 . 9 3  1 9 . 1 8  3 8 . 3 7  76 .73  1 .448 1 .448 
1 324 . 3 2  1 324 . 3 0  1 324 .22 8 . 99 1 7 . 99  3 5 . 99  3 . 089  3 . 089  
1 808 . 8 3  1 808 . 82  1 808 .75  1 8 . 9 1  3 7 . 82 75 . 65 I .469 1 .469 
3 1 9 1 . 8 9  3 1 92 . 05 3 1 92 . 7 1 2 8 . 95 5 7 . 90 1 1 5 . 78  0 . 959  0 . 95 9  
28 1 . 5 3  28 1 . 5 3  28 1 . 54  37 . 1 5  74 . 3 1 1 4 8 . 62 0 . 748 0 . 748 

1 600 . 80  1 600 .75  1 600 . 5 6  34 .29  68 . 5 8  1 3 7 . 1 5  0 . 8 1 0  0 . 8 1 0  
2339 . 76 2339 . 8 8  2340 . 3 8  23 . 76 47 .52  95 . 04 1 . 1 69 1 . 1 69 
3 9 1 0 . 97 3 8 1 1 . 00 3 9 1 1 . 1 2 5 6 . 93 1 1 3 . 8 5  227 . 7 1 0 .488  0 .488  

766 . 82  766 . 82  766 . 8 5  5 3 . 82 1 07 . 64 2 1 5 . 28  0 . 5 1 6  0 . 5 1 6  
1 8 5 1 . 1 1  1 8 5 1 .06 1 85 0 . 84 56 . 26 1 1 2 . 5 3  225 . 04 0 .494 0 .494 
2545 . 68  2545 .79  2546 .22 43 . 92 8 7 . 85 1 75 . 72 0 . 632  0 . 632  
5244 .42 5244 .46 5244 . 6 1  74 . 3 0  1 48 . 6 1  297 . 2 1 0 . 3 74 0 . 3 74 
1 422 . 8 0  1 422 . 82  1 422 . 89 70 . 1 1  1 40 . 22 280 .44 0 . 3 96 0 . 3 96 
2267 . 8 5  2267 .66 2266 . 8 8  72 . 9 1  1 45 . 82 29 1 . 64 0 . 3 8 1  0 . 3 8 1  
269 1 . 0 1  269 1 .24 2692 . 1 7  69 .47 1 3 8 . 94 277 . 8 8  0 . 400 0 .400 
6769 . 8 8  6769 .92 6770 .05  92 . 1 4 1 84 . 27 3 6 8 . 5 5  0 . 3 0 1 0 . 3 0 1 
1 974 . 3 3  1 974 . 3 3  1 974 . 3 2  89 . 1 1  1 7 8 . 22 3 5 6 .44 0 . 3 1 2  0 . 3 1 2  
263 1 . 5 3  263 1 . 5 8  263 1 . 76 80 . 1 3  1 60 . 27 320 . 54  0 . 347 0 . 347 
3299 .26  3299 .27  3299 . 3 1  1 00 . 85  20 1 .70 403 .40 0 .275 0 . 275 
8 360 . 67 8360 . 69 8360 . 80  1 1 0 .99  22 1 . 99  443 . 98  0 . 250  0 .250  

Tabela 6 

21tR 1 /ld 

400 

1 . 5 1 3 1 . 97 
4 . 3 47 0 . 69 
1 . 5 97 1 . 87  
0 . 896 3 . 3 3  
0 . 775  3 . 85 
0 . 958  3 . 1 2  
1 . 023 2 . 92 
0 . 5 1 1  5 . 84 
0 . 527  5 . 67 
0 . 629  4 . 75 
0 . 526  5 . 68  
0 . 3 9 8  7 . 5 1 
0 . 403 7 .40 
0 .457  6 . 53  
0 . 3 63 8 . 23  
0 . 320  9 . 32  
0 . 3 5 0  8 . 5 3  
0 . 3 2 8  9 . 09 
0 . 283  1 0 . 5 3  
0 . 266 1 1 . 23 

1 .448 1 . 97 
3 . 087 0 . 93 
1 .469 1 . 95 
0 . 960  2 . 98 
0 . 748  3 . 82 
0 . 8 1 0  3 . 5 3  
1 .  1 69 2 .45 
0 . 488  5 . 86 
0 . 5 1 6  5 . 54  
0 .494 5 . 79 
0 . 632  4 . 52  
0 . 3 74 7 . 65 
0 . 3 96 7 .22 
0 . 3 8 1  7 . 5 0  
0 .400 7 . 1 5  
0 . 3 0 1  9 .48 
0 . 3 1 2  9 . 1 7  
0 . 347 8 .25 
0 .275 1 0 . 3 8  
0 . 2 50  1 1 .42 
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których konstrukcja odbiega od kół aktualnie stosowanych 
warunek stateczności powinien być sprawdzony. 

Jak wynika z rys.4 bifurkacja drgań powoduje, że w 
układzie pojawiają się częstotliwości, których różnice 
wartości dla realnych prędkości jazdy są nieznaczne. Su­
mując parami fale monochromatyczne o częstościach róż­
niących się nieznacznie między sobą uzyskano zależności 
opisujące efekt dudnienia w wirującym kole [5] . 
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Rys.4. Bifurkacja częstotliwości w wirującym kole 

W tabeli 5 dla danej prędkości i formy drgań poda­
no częstotliwości oraz minimalną i maksymalną amplitudę 
dudnienia. Suma wartości amplitud pary drgań harmo­
nicznych powodujących dudnienie równa jest amplitudzie 
dudnienia, a ta z kolei równa jest co do wartości amplitudy 
stosownej postaci drgań kola dla, którego ef; 

0 
= O . W 

zakresie realnych prędkości jazdy częstotliwość dudnienia 
jest proporcjonalna do prędkości kola. 

W ruchu tocznym koła po szynie istotnym zagad­
nieniem jest zbadanie zachowania się punktu geometrycz­
nej osi wieńca, który leży nad punktem kontaktu kola z 
szyną. Poniżej przykładowo podano wzór na drgania 
(dudnienie) tego punktu w kierunku obwodowym [5] : 

gdzie: 
A Un; - amplituda dudnienia, 
Vni = O. 5 ( Wn,2i-J + Wn,2J, Llm,;=W,,,2; -Wn,2i-J , 
m,.2;-1 , W,,,2; - częstości fal powodujących dudnienie, 
ani , r,, ; - przesunięcia fazowe. 

Z analizy wzoru (3) wynika, że częstotliwość drgań 
punktu leżącego na osi wieńca nad punktem kontaktu z 
szyną jest niezależna od prędkości kątowej kola . Natomiast 
wprost proporcjonalnie od prędkości zależna jest często­
tliwość dudnienia drgań harmonicznych: 
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W tabeli 6 podano w zależności od prędkości koła 
częstotliwość drgań i dudnienia punktu leżącego na osi 
wieńca nad punktem styku z szyną, a także drogę Id jaką 
kolo przebywa w czasie jednego okresu dudnienia . W 
ostatniej kolumnie podano stosunek obwodu tocznego 
okręgu kola do drogi ld . 

Z tabeli 6 wynika, że dla danej formy drgań droga 
jaką przebywa kolo w czasie jednego okresu dudnienia nie 
zależy od prędkości . Podczas eksploatacji pojazdów szy­
nowych występują takie grubości wieńca, przy których 
droga przebyta przez kolo w czasie jednego okresu dud­
nienia jest dokładnie wielokrotnością obwodu kola. Powo­
duje to, że w układzie dynamicznym koło-szyna powstają 
potencjalne warunki poligonizacji kół, a w tym również 
owalizacji . Postawiono zatem hipotezę [ 5] : 

Jednym z czynników sprzyjających 
poligonizacji kół kolejowych jest 

efekt dudnienia w wirującym kole. 

Hipotezę tą należy traktować jako hipotezę roboczą 
wymagającą dalszych szczegółowych badań teoretycznych 
ze szczególnym uwzględnieniem w tych badaniach mode­
lowania procesów zużycia w kontakcie tocznym. Wynika 
to stąd, że drgania wirującego kola rozpatrywane były z 
pominięciem dynamicznych zjawisk kontaktowych wystę­
pujących we współpracy z szyną. Ponadto w rzeczywistości 
kolo porusza się ruchem złożonym z ruchu obrotowego i 
ruchu postępowego. Niemniej jednak zjawisko dudnienia, 
wywołane propagacją fal sprężystych, występuje również w 
kole poruszającym się ruchem tocznym po szynie. 

8. Drgania wymuszone kola 

Ścisłe rozwiązanie drgań wymuszonych w1ruJącego 
kola uzyskano dla wymuszeń harmonicznych działających 
w punkcie kontaktu kola z szyną przy uwzględnieniu tłu­
mienia drgań wywołanego tarciem wewnętrznym. 

Lepkie właściwości koła zamodelowano pięcioma róż­
nymi współczynnikami tłumienia wewnętrznego. Dwa z 
nich odnoszą się do materiału wieńca, a pozostałe do ma­
teriału tarczy. Lepko-sprężyste właściwości materiału koła 
zostały opisane modelem Kelvina-Voigta o następujących 
zależnościach: 

or 
r = Gy + b 2 -

a 

(5) 



gdzie :  
a; r - naprężenia normalne i styczne w wieócu kola ,  
e, r - odkształcenia wie!'1ca kola ,  
q", q,,, q,,, - reakcja tarczy kola jako podłoża sprężystego 

odpowiednio w kiemnku ob,vodowym. ra ­
dialnym i binorma lnym,  

k,,, k, ,, k,,, - sztywność tarczy kola  odpowiednio w kierunku 
obwodowym, radialnym i b i normalnym. 

Llv, I\,, w0 - przemieszczenie tarczy kola odpowiednio w 
kierunku obwodowym radia lnym i binor­
ma lnym, 

h 1 • b:- - współczynniki tłumienia materiału wie1ka , 
c 1 . c:- . c3 - wspólczynniki t łumienia materia łu  ta rczy kol a .  

Rys. 5 .  Drgania ,vy111uszone ,-vin1_jącego kola kolejowl.!go 

Analiza numeryczna drgai'I wymuszonych prowadzona 
metodą MES jest wykonywana zwykle dla przypadku kola 
niemchomego i wymuszenia pojedynczą si lą harmoniczną 
dzia łającą w punkcie  styku z szyną. Najczęściej jest to 
jednostkowa siła radialna lub poprzeczna . Występująca w 
mchu tocznym po szynie zmienność oddzia lywaó w stre­
fi e kontaktu sprawia, że wymuszenie drgaó kol 

Rys .6 . Charakterystyki ampl itudowo-częstotliwościowe kola dla drga1\ 
obwodowych „a" i radia lnych „b" 

Rys. 7. Charakterystyki ampl itudowo-częstotl iwości01w kola dla drgań 
gięlnych nie leżących w płaszczyźnie kola ,.c·• i skrętnych .,d" 

ma ba rdziej złożoną postać .  W rzeczywi stym układzie 
drgania wymuszone są skutkiem równoczesnego działan ia 
s i ły obwodowej ,  radialnej ,  poprzecznej ,  a także momentu 
wynikającego z mchu wiertnego kola  (rys . 5 )  Stąd też w 
rozważaniach przyjęto model kola ,  w którym wymuszenie 
drga i'1 może być zadane jako równoczesne działanie siły 
obwodowej ,  radia lnej ,  poprzecznej i momentu wiertnego, a 
ponadto s i ły wymuszające mogą występować z różną fazą. 

. . a n11anow1c1e :  

dla i = / , 2, 3 . 

Dla  wyrnuszeó harmonicznych (6) i dla rp 
O 

= const 
uzyskano ścis łe rozwiązanie niejednorodnego układu rów­
mn1 ( l )  [6] . 

Na rys .  6 i 7 podano przykładowe ·wyniki obl icze11 
drga 11 wymuszonych w formie charakterystyk amplitudo­
wo-cz9stot l iwościowych : "a" - drgania obwodmve, "b"  -
drgania radialne ,  "c" - drgania giętne nie leżące w płasz­
czyźnie kola. "d" - drgania skrętne. Charakterystyki wyko­
nano przy wymuszeniu w postaci równoczesnego działania 
momentu spinu i sil w trzech kienmkach dla punkh1 O o 
współrzędnej cp = Tr. Fazy początkowe sił wymuszających 
są takie same. Amplitudy drgai'I przedstawione na rys . 6  są 
sumą jedenastu (n = / / ) pienvszych form drga11, a ich 
wartości podano w dB przy poziomie odniesienia 1 0- 1 1 m. 

Na powyższych wykresach widoczny jest wyraź.ny 
wpływ prędkości obrotowej kola wyrażający się dwukrot­
nym wzrostem liczby częstotliwości rezonansowych. Jest 
to efekt rozchodzenia się fal sprężystych z różnymi pręd­
kościami fazowymi w lewo i prawo od miej sca działania 
si l  wymuszających. Należy również zwrócić uwagę na 
fakt że dla ip 

O 
:;= O i wymusze11 o wysokiej częstotliwości 

( .J kHz s- 5 kHz) 11iektóre częstotliwości rezonansowe cha­
rakteryzują się dużymi amplitudami. Jest to skutek sprzę­
żenia drga 11 si lami bezwładności , a w tym silami związa­
nymi z przyśpieszeniem Coriolisa . Drgania o tak wysokiej 
częstotl iwości mogą być wzbudzane przez chropowatość 
szyny i kola .  
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Zastosowanie pakietu prog__ramów metody elementów 
skończonych KOŁO rC do komJ?uterowego 

wspomagania-projektowama 

W procesie projektowania kolejo11ych zestawów kołowych niezbędna jest znajomo,,�ć rozkładu naprę­
że11 i przemieszczeń w elementach układu. Wyznaczenie tych wielko.fci metodą analitycznąjest niemoż­
liwe, dlatego stosuje się metody komputerowe, w szczególno/,ci metodę elementów skmkzonych. Pakiet 
programów KOŁO _PC pozwala rozwiązywać zagadnienia osiowo-symetryczne metodą elementów skoń­
czonych z uwzględnieniem takich zagadnień, jak naprężenia pochodzące od wcisku, naprężenia eksplo­
atacyjne oraz naprężenia cieplne wywołane hamowaniem. Dodatkowo pozwala przeprowadzić analizę 
zmęczeniową zestawu kołowego. 

1. WPROWADZENIE 

Jednym z ważniejszych elementów układu biegowego 
pojazdu szynowego jest zestaw kołowy . Jest to element 
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konstmkcyjny mający bezpośredni wpływ na bezpieczeń­
stwo mchu kolejowego . Z tego powodu oś kola oraz zestaw 
kołowy jako całość muszą mieć zapewnioną dostateczną 
wytrzymałość w wymaganym okresie eksploatacyjnym. 


