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Dynamika i stateczno$¢ ukladow w ruchu zlozonym
z uwzglednieniem elementow wirujacych

Praca zawiera analiz¢ dvaamicznq tropwymiarowyveh ciqglveh modeli wirujqeego kola i zestawu kolowe-
go z odksztalcalnvmi kolami. Rozwiqzanie problemu brzegowo-poczqtkowego ukladu rownan drgan wirujq-
cego kola pozwolilo na wyznaczenie form, czestotlivosci i amplitud drgan wlasnveh kola. Uzvskano anali-
Ivezne rozwiqzanie zagadnienia Jal hiegnqeveh w wiencu, Stwierdzono wvstepowanie w kole efektu dudnie-
nia i bifurkacji drgan. Drgania ywvinuszone kola analizowano z iwzglednieniem tarcia wewngtrznego. Ba-
dania stabilnosci wvkazaly, ze w zakresie wysokich czestotliwosci drgan istniejq duze obszary predkosci
niestatecznego ruchu zestawu kolowego. Przedstaviono takze fizvezny i analitveziny model wspolpracy kolo-
szyna nvzgledniajqey poslizgi w punkcie kontaknu. Analiz¢ dvnamicznq przeprowadzono w liniowym zakre-

~ie rownan ruchu.

Cresc 1

Wprowadzenie

W latach 1994 = 1996 w Instvtucic Pojazdow Szy-
nowych Politechniki Krakowskiej realizowany byl projekt
badawczy KBN PB 0737/P4/94/06 pt. .Dynamiczne za-
gadnienia z tarciem suchym i tocznym™. ktory obejmowal
trzy zadania:

- dzialanie ruchomych obcigzen na uklady belkowe.

- badanie drgan wywolanych tarciem suchym.

- dvnamika 1 statecznosc¢ ukladéw w ruchu zlozonym z
uwzglednieniem elementow wirujacyeh.

Prowadzonc badania pozwolily na uzyskanic wynikow,
ktére w bardzo wielkim skrocic mozna scharaktervzowac
nastepujaco.

Badania dotyczace ukladéw dynamicznych modelowa-
nvch bezinercyjnym ciqglym obcigzenicm poruszajacym
si¢ wzdluz belki prowadzono w szczegolnosci dla potrzeb
szybkiego 1 bardzo szybkicgo transportu szynowego.
Uwzglednienie w rozwazaniach nieliniowosci podloza. na
ktérvim oparta jest belka w formie lamanej charakterystvki
spr¢zystosci  lub  charakterystyki — spregzysto-plastycznej.
pozwala na istotne zblizenie modeli do ich realnych odpo-
wiednikow w istniejacych lub projektowanych ukladach
fizvcznych. Opracowanie odpowiednicj metody analitvcz-
no-numerycznej pozwolilo na rozwigzanie nicliniowego
ukladu rownan ruchu oraz zbadanic wplywu wybranych
parametrow modelu na jego charakterystyki dynamiczne.
Podstawowym zalozeniem byla stacjonarnos¢ rozwigzan
falowvch w ukladzie wspolrzgdnych zwigzanym z rucho-
mym obcigzeniem. Ponadto wykonano analiz¢ dvnamiczng
struktury periodycznej na przykladzie pojazdu unoszoncgo
magnetycznie. Wykorzystujac teori¢ Floquet'a rozwiqzano
problem drgan swobodnych i wymuszonych toru. Ruch sily
harmonicznej wzdluz struktury periodyczncj zwigqzany
zostal z propagacja nieskonczonej liczby fal.

Zjawisko korrugacji szyn jest jednym z glownych pro-
bleméw nurtujacych wspdlczesne kolejnictwo, a takze
micjski transport szynowy. Problem ten, ktdrego zrodlem
sq zjawiska zachodzace w strefie kontaktu kolo-szyna nie
znalazl jak do tcj pory zadowalajgcego wyjasnienia. Nie
ma zgodnosci nawet co do wiodgcego procesu wywolujy-
cego charakterystyczne pofalowania powierzchni tocznej
kol 1 szyn. Jeden z pogladow zaklada. ze procesem wiodq-
cym jest zuzycie $cierne wywolane poslizgami podluzny-
mi. W wyniku przeprowadzonej analizy dynamicznej
ukladu kolo-szyna postawiono hipotez¢, ze czynnikiem
decydujacym o powstaniu korrugacji jest nicrownomierny
rozklad naprezen wlasnych spowodowany odksztalceniami
plastycznymi powstalymi w wyniku przecigzen wysoko-
czgstlotliwosciowvmi silami kontaktowymi.

Wprowadzenic szybkiego transportu szynowcgo wy-
maga badania pelnego ukladu pojazd-tor, a w tym takze
zagadnien zwigzanvch z oddzialywaniem hamulcow wiro-
pradowych 1 szynowych na tor np. dynamiczne ugigcia
szyvny kolcjowej 1 plozy hamulca wywolane silg uciggu
magnetycznego. W zwigzku z tym wykonano analizg zja-
wisk elcktrodynamicznych. w wyniku ktorej wyznaczono
sily magnetyczne (ponderomotoryczne) dzialajace miedzy
torem a plozq. Badania przeprowadzono dla réznych fi-
zycznych modeli hamulcow.

Wiele ukladow fizycznych wykorzystuje sily tarcia do
przekazywania mocy (sil stycznych). Prawidlowa praca
takich ukladow zalezy od poprawnosci rozwigzan kon-
strukcyjnych 1 doboru par ciernych. Istniejace modele
tarcia sq albo zbyt proste, albo tak zlozone, ze wykorzysta-
nie ich w badaniach teoretycznych jest bardzo trudne.
Zaproponowano nowy model tarcia i zbadano wplyw po-
szczegolnych jego elementdw na ksztalt trajektorii w
plaszczyznie fazowej. Badania teoretyczne zostaly zwery-
fikowane doswiadczeniem na specjalnie zbudowanym - w
tvim celu - stanowisku do badan zjawisk dvnamicznych
wielomasowych ukladow z tarciem suchym. W badaniach
uwzgledniono podstawowe hipotezy takie jak: zaleznos¢
wspolczynnika tarcia statycznego od czasu wzajemnego
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kontaktu ciat i nacisku. zaleznos¢ tarcia dvnamicznego od
predkosci wzglednej a takze znaku przyspieszcnia.
Tyvpowe prognozowanie zachowania sig kol i zestawow
kolowych pojazdéw polega na analizie drgan wlasnveh 1
wymuszonych. Sprowadza si¢ to do poszukiwania wartosci
wlasnych zagadnicnia brzegowego lub wyznaczenia cha-
raktervstyk  amplitudowo-czgstotliwosciowvch.  Badania
prowadzonc sy z reguly na modelach. w ktorych wykorzy-
stuje si¢ MES przy pominigciu rotacji kola. W celu istot-
ncgo poprawienia dokladnosci modelowania. efektvwnosci
i stabilnosci numerveznej dotychezas stosowanych metod
w analizie dynamicznej wykorzystano opracowanc anali-
tvezne modele kola 1 zestawu kolowego. Modcle tc opisanc
zostaly rozniczkowo-calkowymi rownaniami ruchu o cha-
rakterze falowym.- Uzyskano analityczne rozwigzania w
postaci sprezystvch fal biegngcych w wicncu przestrzenne-
go modclu wirujgcego kola co umozliwilo analiz¢ ruchu
tocznego (bez poslizgow) modelu  zestawu  kolowego.
Uwzglednicnic sprezystosci kol pozwolilo wykazac. 7c w
obszarzc wysokich czgstosci drgan istnicjy zakresy predko-
sci, w ktoérveh ruch jest niestabilny. Ruch toczny zestawu
kolowego w obszarze niestabilnvm zostal zinterpretowany
fizycznie w zaleznosci od form drgan zestawu kolowego.
Zaawansowano badania. majace na cclu uwzglednicnie
poslizgdw w strefic stvku kola z szynami. czego wyrazem
Jest opracowany model analityczny. Wspdlprace kola z
szyng w plaszczyznic kontaktu (w kicrunku wzdluznym.
poprzecznym oraz ruch wiertny) zamodelowano modelem
ciala lepko-sprezystego Maxwella (sprezyna i1 tlumik poly-
czone szeregowo) wykorzystujac przy tvin liniowy teori¢
Kalkera. Uzyskane wyniki badari stanowiy przyczynek do
wyjasnicnia nickorzyvstnych  zjawisk wystepujgeych w
ukladach transportowych takich jak: korrugacje szvn i1 kol.
poligonizacja kol i wezykowanic zestawow  kolowych.
Postawiono hipotez¢ o przyczynach poligonizacji kol.
Cclem ninicjszego artvkulu jest przedstawienic w
sposob syntetyczny wynikow badan uzyskanych w ramach
realizacji trzeciego zadania projektu badawczego. W na-
stgpnych artykulach bedyq przedstawione wyniki badan
otrzymanc w ramach zadania pierwszego i drugicgo.

L Wstep

Obserwowany w transporcic szynowyi wzrost predko-
sci pojazdow w przewozach pasazerskich 1 wzrost ladow-
nosci W ruchu towarowym jest zwigzany zc wzrostcm
dynamicznego obcigzenia kolo-szyna. Obscrwuje si¢ przy
tvin tendencj¢ do wykorzystania optymalnych parametrow
tego ukladu. Stany rczonansowe i dynamiczne stany kry-
tvezne wigzq si¢ «~ duzym prawdopodobicistwem wysty-
pienia przecigzen. Jednym ze zjawisk tego typu jest samo-
wzbudne narastanie zaburzen, co jest bezposrednio zwig-
szanc ¢« problemem statecznosci oddzialvwania 1 ruchu
tocznego zestawow kolowych. Zjawiska te w ruchu pojaz-
dow szvnowvch muszg by¢ bezwzglednie climinowanc.

W badaniach wiclu zjawisk dvnamicznego oddzia-
hvwania kola 1 szyny. w ktorych interesujq nas glownic
wysokoczgstotliwosciowe drgania kontaktowe. jako modcl
pojazdu przyjmujc si¢ kolo lub zestaw kolowy. na ktory
dziala zadane obcigzenic statvczne. Jest to uzasadnione

tvi. z¢ zespoly pojazdu znajdujace si¢ nad usprezvnowa-
niem maja male wartosci czgstotliwosci drgan wlasnyveh (z
reguly nmie przekraczajace kilku //z) 1 wzbudzenic ich przez.
majace wysoks czgstotliwose sily kontaktowe kota 1 szvny
jest trudne. Stwicrdzenic 10 jest sluszne przy zalozeniu. 7c
zespoly te traktuje si¢ jako brvly sztvwne. W rzeczywisto-
Sci rama wozka i nadwozie jako zespolv o rozlozonej ma-
sic 1 sztywnosci majy nieskonczong liczbe stopni swobody.
a zatem teoretyeznie istnicje mozliwos¢ wzbudzenia wyso-
koczgstotliwosciowyvech drgan clementow  usprezynowa-
nyvch. Czgstotliwosc picrwszej formy drgan gictnych woz-
ka wagonu towarowego wynosi w zaleznosci od stopnia
zaladowania wagonu kilkanascie do kilkudziesigciu /1z. a
drugicj i1 trzecicj formy drgan kilkaset //z. W zwigzku 7,
tvin modcl podukladu. zlozonego 7 kola lub zestawu kolo-
wego wspolpracujgcego z szynami. moze by¢ wykorzysta-
ny w analizie dynamicznej. polegajace] na wyznaczeniu
widma czgstosct sily kontaktowej lub widma przemiesz-
czen. Uzyskanc w ten sposob widmo wyvmuszenia dyna-
micznego tub kinematycznego jest podstawq do zbudowa-
nia bardzicj zlozonego modclu pojazdu poprzez jego czg-
sciowy dvskretvzacje.

W badaniach dvnamiki ukladu kolo-szyna. z wyko-
rzystanicm modetu w postaci kola obciazonego pionowa
sily statvezny. zwykle zaklada si¢. ze kolo jest idcalnic
szivwne z ewentualnym elementem sprezystyin (zZw. spre-
zvny Hertza o charakterystyce liniowej lub nieliniowg).
modclujacej lokalne odksztalcenia sprezyste w obszarze
stvku. Takie podejécic do zagadnicnia dynamicznego od-
dzialvwania kola z szvna spotyka si¢ w wielu pracach
dotvczgcveh dynamicznej wspolpracy ukladu kolo-szyna.
W zakresie niskich czgstotliwosci drgan (ponizej 30 /z). a
nawct do ok. /00 fz. kolo moze byv¢ modelowane jako
cialo idealnic sztvwne, za$ powyzej tcj granicy nalezy
uzupelni¢ model "spr¢zyng Hertza". Czestotliwos¢ /00 //z.
przyjpmowana réwnicz jako umowna granica migdzy drga-
niami niskiej 1 wysokicj czestotliwosci. wydaje si¢ by¢ zbyt
wysoka dla modclu sztywnego kota. Wyznaczona w bada-
niach cksperymentalnych najnizsza czestotliwosc drgan
wlasnych kola pojazdow kolei brytyjskich wynosi ok. 70
rie.

Model sztywnego kola upraszcza w znaczny sposob
analize dynamiczng. jednakze moze by¢ wykorzvstany w
ograniczonvim zakresie. np. do badania wplywu drgan na
organizimn ludzki. Zakres czgstotliwosci analizowany pod
wzgledem komfortu jazdy zawiera si¢ w pasmic do 20 //z.

Jest oczywiste. ze przy dostatecznie wysokich czg-
stotliwosciach drgan réowniez model ze "sprezyng Hertza"
nic umozliwia opisu z wyslarczajacq dokladnoscig zjawisk
zachodzacych w strefie kontaktu kola z szyng. Granica
stosowalnosci tego modelu jest okreslona przez najnizsza
warlos¢ czgstotliwosci drgan wlasnych. Czgstotliwosc ta
jest zwigzana z drganiami gigtnymi nie lezqcvmi w plasz-
czyznic kola 1 jej wartos¢ zalezy od konstrukcji kola, a
przede wszystkim od grubosci tarczy 1 wienica oraz $redni-
cy kola. Dolng warto$¢ czgstotliwosci drgan gietnvch dla
kot kolejowvch mozna przyja¢ w granicach 7080 [z.
jakkolwiek dla konkretnej konstrukcji kola warto$c tej
czgstotliwosci moze by¢ dwa lub trzy razy wyzsza.

Granicc stosowalnosci modelu "sztywnego kola"
stalyv si¢ impulsem do podjgcia prac nad dyvnamicznym




modelem kola. ktory uwzglednialby jego odksztalcenia
sprezyste oraz umozliwial badanie statecznosct ruchu w
zakresie wysokich czgstotliwosci. Jednym ze sposobow
analizy tego zagadnienia jest wykorzystanic metody cle-
mentow skonczonych (MES). W zagadnieniach dynamiki
kola moze to by¢ zwigzanc z trudnosciami natury tech-
nicznej oraz z trudno$ciami zwigzanymi z interpretacjy
otrzymanych wynikow numerycznych. Szczegélnic doty-
czy (o cigglych ukladéw mechanicznych. w ktoérych warto-
Sci czestotliwoscel drgan wlasnych réznig si¢ nieznacznic
migdzy soba. Problem taki wystgpuje przy badaniu sta-
tecznosci ruchu oraz analizie bifurkacji drgan. Stad tcz
stosowanic MES w zagadnieniach dynamicznych wymaga
duzej dokladnosci numervcznej. co wigze si¢ z wydluze-
niem procesu obliczed. Nicmniej jednak z uwagi na
+naczne zalozenia upraszczajace woistnicjacvch analitycz-
nvch modelach sprezystego kola kolcjowego. MES jest
szeroko wykorzystywana w problemach wysokoczgstotli-
wosciowych drgari kontaktowych. Metoda ta stwarza moz-
liwos¢ uwzglednienia specyficznych parametrow geome-
trvcznych kola jak. np. zmienng grubos¢ tarczy i jej krzy-
wizny. kiore analitycznic sq trudne do modelowania. MES
stosowana jest glownic do wyznaczania czgestotliwosci
drgan wlasnych kol lub zestawow. wyznaczenia charakie-
rvstyk amplitudowo-czgstotliwosciowych oraz w badaniach
emisji halasu wywolancgo przez toczace si¢ kola.

Celem zadania 3 w projekcie badawczym byla bu-
dowa analitycznych modcli kola i zestawu kolowego oraz.
analiza dynamiczna przeprowadzona przy wykorzystaniu
tvch modeli.

Wirujace kolo kolejowe zamodelowano ukladem
przestrzennvin skladajacym si¢ z wienca (obrgczy) jako
zakrzywione) pryzmatycznej belki oraz z tarczy modelo-
wanej masowym podlozem sprgzystyni. Matematyczny
opis modelu stanowi uklad czterech czgstkowvch sprzgzo-
nych rownan rézniczkowych opisujgcych drgania wienca.
Model matematyczny uwzglednia dodatkowo wymuszenia
kinematyczne, jakim moze podlegac srodek masy kola.

Analiza dynamiczna modelu polegala na poszukiwaniu
analitycznego rozwigzania ukladu réwnan w postaci fal
stojacych (rozwigzanie problemu brzegowego 1 poczgtko-
wego) oraz w formie fal biegnacych. Rozwigzania te uzy-
skano dla kola wirujacego zc staly predkoscig katows.
Wyniki obliczern numerycznych poréwnano z wynikami
badain do$wiadczalnych. Uwzglednicnic w budowie mo-
delu sil bezwladnosci zwigzanych z przyspicszeniem Co-
riolisa pozwolilo na potwierdzenic wystgpowania w wiru-
Jacym kole takich zjawisk, jak rozdwojenie drgan i dud-
nienice.

Model wirujacego kola zostal nast¢pnie rozbudo-
wany poprzez. wprowadzenie skladnikow powodujgcych
dvssvpacje cnergii w ukladzie. Lepko-sprezyste wlasciwo-
sci materialow kola opisano modelem Kelvina-Voigta. Dla
wymuszen harmonicznych w postaci sil i momentu sku-
pioncgo poszukiwano analitvcznego rozwigzania drgaf
wymuszonych wirujacego kola. Uzyskane rozwigzanic
umozliwilo wyznaczenie charakterystyk amplitudowo-
czestotliwosciowych  dowolnego punkiu  poprzecznego
przekroju wiciica przy zlozonej postaci wymuszenia.

Trojwymiarowy model sprezystego kola stanowil
podstawe do budowy analitycznego modelu zestawu kolo-
Wego poruszajicego si¢ po torze prostym.

Zcstaw kolowy byl modelowany ukladem dwoch
sprezystych kol polgczonych sztywny osig. Pelny opis
matcmatyczny modclu stanowi uklad 14 nieliniowych
sprzgzonvch rownan rozniczkowo-calkowych. Wspoldzia-
lanic 7 torem. na tym ctapic badan, modelowano liniowy-
mi sprezynami Hertza, przenoszacymi sily kontaktowe w
trzech kiecrunkach oraz moment wiertny kol na szynach.

Rozwigzanie ukladu réwnan matematycznego mo-
dclu zestawu kolowego. z uwagi na jego zlozonos¢. ogra-
niczono do zakresu liniowego. Przy zalozeniu stalej pred-
kosci obrotowej zestawu kolowego uzyskano analitvczne
rozwigzanie zagadnienia brzegowego. Rozwigzanic pro-
blemu brzegowego stanowilo podstawg do teoretycznej
analizy stabilnosci (wedlug picrwszego przyblizenia) ru-
chu zestawu kolowego w torze. Analizg stalecznosci prze-
prowadzono w ukladzic: sztywnos$¢ sprezyny Hertza -
predkos¢ liniowa ruchu tocznego. Wykazano. ze w zakre-
sic wysokich czestotliwosci drgan istniejq duze obszary
ruchu nicstatecznego. Polozenie obszarow niestatecznosci
na plaszczyznic sztywnosé-predkosc jest zalezne od formy
drgan zestawu. Podano takze fizvczng interpretacje niesta-
bilnego ruchu tocznego zestawu kolowego.

Bardzo waznym zagadnieniem zwigzanvm z trans-
porlem szynowym jest dynamiczne zagadnienie kontaktu
tocznego z uwzglednieniem tarcia (poslizgow: wzdluzne-
go. poprzecznego i wicrtnego). Do modelowania wspol-
pracy kazdego kola zestawu kolowego z szvna wvkorzy-
stano dwa prosic modele ciala sprezystego i ciala lepko-
sprezystego. Oddzialywanic kola 1 szyny w kierunku pio-
nowvm (prostopadlym do plaszczyzny toru) modelowano
liniowq sprezyng Hertza, ktorej sztywno$¢ zalezy od no-
minalnego obcigzenia  zestawu  kolowego. Natomiast
wspolpracg kola z szynq w plaszczyznie kontaktu w kie-
runku wzdluznym, poprzecznym oraz ruch wiertny kola na
szynic zamodelowano modelem ciala lepko-sprezystego
Maxwella (sprezyna 1 tlumik polaczone szeregowo). Do
okreslenia stycznych sil kontaktowych wykorzystano li-
niowy teori¢ Kalkera .

Réwnania drgan wirujacego kola, a takze zestawu
kolowego zostaly wyprowadzonec metodq d’Alemberta.
Wybor podyktowany byl tvm. iz w metodzic d’Alemberta

jest rozwinigta fizyczna interpretacja sit dzialajacych na

uklad. W metodzie energetvcznej (metoda réwnan La-
grange’a Il rodzaju) wystepujq zaleznosci migdzy skala-
rami. W odniesieniu do rozpatrywanych ukladdw
uwzglednienic w metodzic Lagrange’a np. rozkladu na-
prezen w polaczeniu tarczy kola z wiencem jest bardzo
trudne. co w metodzie d”Alemberta nie sprawia wigkszych
trudnosci.

Wryniki obliczent numerycznych otrzymano, wyko-
rzystujac opracowane programy komputerowe. Programy
te napisano w j¢zvku FORTRAN. wykorzystujac szereg
procedur obliczeniowych z biblioteki CERN. Z uwagi na
to. z¢c w analizie dynamicznej pojawily si¢ algebraiczne
ukfady rownan Zle uwarunkowanych, zmienne w progra-
mach komputerowych sq typu DOUBLE PRECISION.
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W nastgpnych punktach podano w sposéb synte-
tyczny metody modelowania wirujacego kola i zestawu
kolowego oraz uzyskane wyniki obliczen numerycznych.

2. Fizyczny model wirujacego kola

Wieniec kola kolejowego jest modelowany jako
sprezysta zakrzywiona belka Rayleigha polaczona z osia
ciagglym inercyjnym podlozem sprezystym typu Winklera o
charakterystyce liniowej. Tarcza kola stanowi podloze
sprezyste dla wienca. Do rozwazan przyjeto kolo kolejowe
wirujace wokol osi y;, kiorego srodek O; moze dodatkowo
przemieszczac si¢ wzgledem osi x,y,z odpowiednio o war-
tosSC x,, Vo ,Z,. Predkos¢ katowa kola i przemieszczenia x,,
Ve.2, sa funkcjami czasu ¢. Srodek kola O, pokrywa sig¢ ze
srodkiem krzywizny osi obreczy. Na rys.1 pokazano ukla-
dy wspoélrzednych wykorzystywanych do matematycznego
opisu modelu:

Rys.1. Uklady wspolrzednych

- biegunowy uklad wspélrzednych r, ¢ o biegunie w srodku
kola O; sztywno zwiazany z wirujacym kotem; w
ukladzie tym opisuje si¢ nieodksztalcona geometryczng
o$ wienca kola,

- biegunowy uklad wspolrzednych r, ¢, o biegunie w $rod-
ku kola; wykorzystywany do opisu ruchu obrotowego
kota,

- prostokatny prawoskretny uklad &7, ktorego poczatek
O lezy na geometrycznej osi wienca, a jego poczatek
okreslony jest zmienng przestrzenng ¢ lub ¢;; osie
& n,¢ sa lokalnie styczne, normalne i binormalne do osi
wienca; wykorzystywany do opisu przemieszczen, sil
wewnetrznych i ksztaltu przekroju poprzecznego wien-
ca,

- prostokatny prawoskretny uklad x,y,z o poczatku O,
stuzacy do opisu ruchu srodka kota O;. O$ x skierowa-
na jest wzdluz osi toru; z - prostopadle do plaszczyzny
toru; y - prostopadle do plaszczyzny x,y,

- prostokatny prawoskretny uklad x;y;,z; o poczatku O,
powstaty w wyniku translacji ukladu x,y,z. Plaszczyzna
x,,2; jest plaszczyzna osi wienca,

XoVaZ, - wspolrzedne srodka kola O, w ukladzie x,y,z.

Przez geometryczng o$§ wienca rozumie si¢ miej-
sce geometryczne srodkow cigzkosci przekrojow poprzecz-
nych nieodksztatconego wienca kota.

3. Matematyczny model kola

Uklad sprzezonych rownan rézniczkowych opisuja-
cych w ukladzie », ¢ drgania swobodne wienca kola wiru-
jacego wokol osi y; z predkoscia katowg ¢JO zostal wy-
prowadzony metoda d’ Alemberta [1] ma postac :
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gdzie:

u, v, w - przemieszczenie punktu O odpowiednio
wzdluz osi & 7,6,

4 - kat obrotu przekroju poprzecznego wienca wzgle-
dem osi &

m;, s; - zredukowane masy i momenty masowe wienca
i tarczy kola,

k;, t; - zredukowane sztywnosci wierca i tarczy kola,

qe Gy 9, Me, My, My - zewngtrzne ciagle liniowe ob-
ciazenie osi wienca.

Pierwsze rownanie ukladu (1) opisuje drgania podluzne
(obwodowe) osi wienca; drugie drgania gigtne w plasz-
czyznie kola (radialne); trzecie-drgania gi¢tne nie lezace w
plaszczyznie geometrycznej osi wienca kola, czwarte-
drgania skretne wienica. Rownania te sa sprzezone sitami
sprezystosci i silami bezwladnosci. Sily bezwladnosci
powodujace sprzezenie drgan wynikaja z asymetrycznego
przekroju poprzecznego wienca oraz przyspieszenia Co-
riolisa. Pierwsze dwa réwnania opisuja drgania w plasz-
czyznie kola, drugie dwa drgania z plaszczyzny kola.




4. Czestotliwosci i amplitudy drgan wlasnvch
B £ ) -

Drgania swobodne geometrycznej osi wicifica opi-
sujc jednorodny uklad réwnan rozniczkowvch (1). W
ogolnym przypadku zmiennego obrotowego ruchu kola
uklad rownan (1) jest ukladem o zmicnnych wspolczynni-
kach. Jedynie dla ruchu jednostajnego gbu = const uklad
rownan (1) staje si¢ ukladem o stalvch wspdtczynnikach.
W zwigzku z tym, dla (p(, = const. rozwijzania problcmu
brzegowo-poczitkowego jednorodnego ukladu (1) poszu-
kiwano w postaci funkcji o rozdzielonych zmiennych.
Stosujgc metodg¢ Fouriera uzyskano S$cisle rozwigzanic
zagadnicnia brzegowo-poczgtkowego ukladu réownan (1).
Przykladowo. w tabeli 1. dla szesciu pienwszych form
drgan podano wyniki obliczenn numervcznych czgstotliwo-
Sci drganit wlasnych kola o $rednicy nominalnej 0.95 m i
grubosci wienca 0.05 m. Obliczenia wykonano dla predko-
sci katowvch kola, ktorym w ruchu tocznym odpowiadajq
predkosci liniowe 0, 100, 200, 300, 400 km/h.

W tabeli 2 podano wartosci amplitud drgan harmo-
nicznych dla predkosci 200 fmn/h. Warunki poczatkowe
przyjete w obliczeniach odpowiadajq odksztalceniom kola
pod dzialaniem skupionej sily radialnej P=1 N dzialajacej
w chwili £-0 na tocznym okrggu kota (rys.2).

7,

Rvs.2. Odksztalcenie kolapod dziataniem sity radialne;

Z tabeli 1 wynika. zc dla @, = 0 kazdej formie
drgan odpowiadajg cztery wartosci czgstotliwosci. Wyste-
powanie czterech czestotliwosci dla danej formy zwigzanc
jest z istnieniem czterech niezaleznvch wspdlrzednych:
przemieszczenia stycznego u. radialnego v. binormalnego
w 1 kata obrotu przekroju poprzecznego & Dla formy
drgan z zerowa liczby $rednic wezlowych wystgpuje roz-
przgzenie drgan obwodowych z pozostalymi rodzajami
drgan. Drgania podluzne wienca sy niczalezne od drgan
gietnych i skretnych.

Ruch obrotowy kola powoduje podwojenie si¢ dla kazdej
formyv drgan. z wyjatkiem formy "zerowej". liczby czesto-
thwosci drgan whasnych. Jak wynika z tabel 1 1 2 bifurka-
¢ja drgan dotyczy czestotliwosci i amplitudy drgan. Bifur-
kacja w kole zwigzana jest z rozchodzeniem si¢ fal sprezy-
stych zgodnie i przeciwnie do kierunku obrotow kola.
Zrodlem rozszczepienia drgan sq sily bezwladnosci wyni-
kajace z przys$pieszenia Coriolisa.

5. Poréwnanie wynikow obliczen teoretycznych z wyni-
kami badan do$wiadczalnych

W tabeli 3 porownano wartosci czestotliwosci drgan
wlasnyvch kola. otrzymane w wyniku badan doswiadczal-
nyvch z wynikami obliczen teoretycznych. Zamieszczone
czgstotliwosci odpowiadajy formom drgan kola charakte-
rvzujaeyeh sig zerowq liczby okregow wezlowych. Numer
formy (kolumna 1) okresla réwnoczes$nie liczbe srednic
wezlowych.

Wyniki badan eksperymentalnych i teoretycznych

Tabela 3
Nr Czestotli-
for- wosc Czgstotliwode z obliczen teoretycznych [Hz|
my z badan
n doswiad.
[Hz] MES Metoda analitvezna
wy [2]
we [2] wy [3] A=l fE=0175
- 1287 1329 330 330
- - 3520 373 373
0 - - - 7810 6896
- - - 14733 14733
416 953 9R2 415 413
- - - 6623 6623
1 - - 7827 8072 720K
- - - 15907 15907
1668 1656 1625 1702 1585
- . - 9062 8470
1 - - - 10015 10010
- - - 20910 20908
4595 4571 4502 5068 4576
- - - 10697 10270
3 - - - 10977 10932
- - - 28689 286%4
8543 R4KE 8378 10804 931%&
- - - 11559 11397
4 - - - 11979 12032
- - - 37259 37249

Wyniki badann dos$wiadczalnych i obliczen nume-
rycznych, wykonanych metody elementéw skonczonych
(MES). uzyskane przez réznych autordow dla tego samego
modelu kola zostaly zaczerpnigte z literatury. Dla n=]
zwraca uwage bardzo duza roznica wynikéw badan do-
$wiadczalnych w odniesieniu do wynikdéw otrzymanych z
MES.

Dwie ostatnie kolumny tabeli 3 zawieraja wyniki
analizy numerycznej modelu kola omawianego w ramach
ninicjszego artykulu. Do czgstotliwosci ok. /700 Hz ob-
scrwuje si¢ duzg zgodno$¢ doswiadczenia z teorig. Roznica
migdzy teoriq a eksperymentem dla wyzszych czestotliwo-
sci drgan spowodowana jest wplywem S$cinania w kole.
Dzialanie $cinania uwzglgdnia si¢ przez wprowadzenie
stalego wspolczynnika fs, ktdrego wartos¢ wyznaczona
empirycznie dla kola kolejowego wynosi 0.73. Skutkiem
przvjgcia stalej wartosci fy wystepuje zbvt duza korekta
Scinania przy czgstotliwosciach nizszych i zbyt mala przy
czestotliwosciach wyzszych.

Wyniki przedstawione w tabeli 3 wskazuja, ze
opracowany mode! kola moze by¢ wykorzystany do analizy
dynamicznej wysokoczgstotliwosciowych drgan kota w
zakresie do ok. 5 k/1z. Mozna oszacowac, ze w zakresie 0
= 2 kflz model ten pozwala na dokladng prognoz¢ dyna-
micznego zachowania kola, natomiast powyzej 2 kHz




Formy i czestotliwosci drgan wlasnych kola

Tabela 1
foll\’lnrw Forma Czgstotliwosc [Hz| przy predkoser Vkm/h|
2 drgan wlasnych

n 0 100 200 300 400
90.06 90.06 90.06 90.06 90.06
0 386.21 386.20 386.13 586.08 58598
132017 152017 1520.18 1520.20 152023
2748.69 2748.75 2748.94 2749.25 2749 69
94 78 94.66 94 .54 94 41 94.29
94 91 95.03 9316 95.29
128229 1276.17 1270.04 1263 91 1237.77
| ' 1288.40 1294 .50 1300.59 1306.66
1679 59 1678.98 1678.38 1677.80 1677.22
. 1680.20 1680 83 1681.47 168211
2959 74 295359 2947.52 2941.54 293363
m 2965 .98 2972 .31 297972 2985.21
30798 307.29 306.60 30391 30323
308.67 309.36 310.05 310.74
1709 48 1705.32 1701.07 1696.73 1692 31
2 1713.56 1717.54 172144 15725525
107,49 2097.52 2092.69 2088.00 2083 .43
- 2107.59 2112.82 2118.19 2123.70
. . 3883.89 3875.37 3866.87 3858.39
389243 1 390100 390958 | 391819 | 3926.83
893 70 892.15 890.60 889.05 887.51
893.25 8§96 .80 89836 899.91
1996.72 1990.85 1984 .94 1978.99 1972.99
3 2002.55 2008.30 2014.01 2019.66
2421 50 2420.04 2418.64 241733 2416.08
N 2423.04 2424.67 242637 2428.16
533781 5330.81 532383 5316.89 5309.98
. 3344 84 5351.90 5359.00 3366.12
1722 88 172011 L7138 1714.56 1711.79
1725.66 1728.43 173121 1733.99
2191 49 2184.68 2177.86 2171.06 2164.26
4 2198.32 2205.15 2211.99 2218.83
2909 95 290891 2907.89 2906.89 2905 .90
o 2911.01 2912.09 291318 291429
6922 61 6916.48 6910.39 6904.18 6898.27
’ 6928.76 6934 .93 6941.13 6947.36
2355 49 2348.64 2341.79 233496 282813
2362.33 236921 2376.08 2382.96
2707.09 2702.86 2698.64 2694 44 2690.23
3 2711.34 2715.61 271990 2724 2]
361122 3608.74 3606.26 3603.77 3601.29
' 3613.70 3616.18 3618.66 3621.14
455658 8350.86 8545.15 8539.47 8533.80
T 8562.33 8568.10 8573.89 8579.69




nalezy mie¢ na uwadze réznice spowodowane Scinaniem w
kole.

6. Fale sprezyste w wiencu kola

Metoda Fouriera w zastosowaniu do ukladow ciy-
glych pozwala zwykle uzyska¢ rozwigzanie w postaci fal
stojacych. Wykorzystujac zaleznosci wynikajace 2 wy-
znacznika charakterystvcznego ukladu rownan (1). z
drganiowej formy rozwiqzania tego ukladu, otrzymano
rozwigzanie w postaci fal bicgngcych. Przykladowe roz-
wigqzanie fal podluznych propagujacych si¢ w wiencu wi-
rujycego kola ma nastgpujycy postac:

4 o
n(q:. I) z Qi sin(mml ) L ~m u{m FH Wit sg(H[m)mp], § (2)

=1
gdzie:

0, - amplituda fali biegnacej o czgstosci w,; .

Wi - przesunigcie fazowe fali,

sgn(HB,;) =1 dla fali o zwrocie katowej predkosci fazowe)
zgodnym ze zwrotem katowej predkosci kola,

sgn(AB,;) =-1 dla fali o zwrocie katowe) predkosci fazowej
przeciwnym do zwrotu katowej predkosci kola.

Kazdy z wyrazéw szeregu (2) (oprocz n=0) repre-
zentuje sprezystq falg harmoniczng. Kazda fala mono-
chromatyczna charakteryzuje si¢ oSmioma roznymi co do
wartoéci bezwzglednej amplitudami i predkosciami fazo-
wymi. Amplitudy. ktorych wartosci podano w dB przy
poziomie odniesienia /0”'" m i predkosci fazowe sy zalez-
ne od katowej predkosci kola.

W tabeli 4 podano wyniki obliczen propagacji spre-
zystych fal harmonicznych w wiencu kola zestawu kolo-
wego. Fale wzbudzane sq warunkami poczatkowymi jak na
1ys.2. Kazda fala monochromatyczna ma osiem predkosci
fazowych, cztery o zwrocic zgodnym i cztery o zwrocie
przeciwnym do zwrotu katowej predkosci kola. Oznacza
to, ze propagacja fal nastgpuje w kierunkach o przeciw-
nych zwrotach, przy czym dla (po = 0 wystepuje pelna
symetria co do wartosci pregdkosci fazowych, a w przypad-
ku symetrycznych warunkéw poczatkowych réwniez co do
wartosci amplitud. Ruch obrotowy kola powoduje narusze-
nie symetrii propagacji fal sprezystych w wyniku pojawie-
nia si¢ sil bezwladnosci zwigzanych z przyspieszeniem
Coriolisa. Predkosci fazowe fal o przeciwnych zwrotach sa
rozne 1 zalezne od predkosci wirowania kola. Wynika
stad. ze w kole winujacym nic moga powsta¢ fale stojace.
Szczegoblowo problem fal sprezystych w wiencu kola kole-
Jjowego byl omawiany w pracach [1] i [4].

Na rys.3, dla predkosci 0, 200 i 400 kim/h. przed-
stawiono rozchodzenie si¢ paczki fal gigtnych skladajacej
si¢ z fal monochromatycznych o liczbach falowych od / do
50. Czas t po ktorym przedstawiono na kolejnych rysun-
kach biezace polozenie paczki fal wyliczono z warunku, iz
przy predkosci kola (/‘)(J = () fala harmoniczna o najwigk-

szej predkosci fazowej przebyla droge S, = 0°, 90°, 180°,

270°, 360° i 450°. Przerywane osie symetrii obrazuja obrot
kola po czasie 7.
[ Predkose kota V=0 kinh

Predkodé kota V=200 km/h | Predkosc kota V=400 km/h

=0 ms t=0 s t=0 ms
B0 / \ B=0° B..=0’/
! ;. ,'/ ﬁ\
||| “\:"&-,_(_’f\-,;"/' \ 41
t=0.084d ms 1=0.084 ms t=0.084 ms
890" / ~

B=90.8°, | ™\
|

T IJIG‘).ms ]

1808

=0.169ms _
B= 130//
\ A—r_

t=0.169 ms__
pB=181.5~ ‘\
\
7
-

t=0.253 ms t=0.253 ms } t=0.253 ms/
B=271.1 B=272.3 i
/ \ { \
gﬁ* ‘
‘\\:;-/'/"
=0.338 ms } =0.338 ms !
Be=360° 3,-361.5%,

Rys.3. Propagacja paczek fal

7. Bifurkacja i efekt dudnienia w kole

Bifurkacja drgan w wirujacym kole powoduje podwo-
jenie si¢ liczby czgstotliwosci dla kazdej formy drgan z
wyjatkiem formy zerowej. Jedna z czgstotliwosci ma war-
to$¢ nizsza, a druga wyzsza w porownaniu do czgstotliwo-
sci dla kola nieruchomego. Moze zatem istnie¢ taka pred-
kos¢ kola. przy ktorej dwie czgstotliwosci tej samej formy
drgan majq identycznq wartos¢. Z fizycznego punktu wi-
dzenia oznacza to, ze moze nastapi¢ utrata statecznosci
drgajacego ukladu. Predkos¢, dla ktorej wystgpuje to zja-
wisko jest krytyczng predkosciq kola zestawu.

Na rys.4 przykladowo zilustrowano dla formy drgan
n=3 (trzy srednice wegzlowe) bifurkacj¢ czgstotliwosci w
kole. Obliczenia wykonano dla kola o $rednicy nominalnej
0.95 m oraz grubosci wienca 0.05 m (vykres lewy) i 0.03
m (wykres prawy).

Wyniki obliczen wskazuja, ze utrata statecznosci kola
moze wystapi¢ w zakresie bardzo duzych predkosci, kto-
rych osiagnigcie w praktyce jest niemozliwe. Nalezy jed-

nak zwroci¢ uwage. ze na wartosci czgstotliwosci majq
wplyw materialy konstrukcyjne i sama konstrukcja kola.
Stad tezdla kazdego kola a w szczegdlnosci dla kol,
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Amplitudy drgan wlasnych kota

Tabela 2
Predkosé kota V=200 kmv/h
Nr Caesto- Amplituda drgan Kat
formy b RE 10

0| tliwosé x10"" [mUN] x10"? [rad/N] fazowy
[EE] Qn  |HBuQui [H1'5Qui|H2'wiQui | HI%Qui |H2%0iQui | H 0 Qui | H2%,:Q, Vni
90.06 0.000 - 0.000 - 0.408 - -0.001 - 0
0 586.15 0.627 - -0.002 - 0.000 - -0.002 - T
1520.18 0.003 - 0.124 - -0.068 - 1.409 - 0
2748.94 0.132 - 8.986 - 0.155 - -3.190 - 0
94 .54 0.420 [ -0.420 | -0.417 | -0.417 | 19.765 | 19.765 | -4.150 | -4.150 0
95.03 0412 0412 0409 | -0409 (-19.464 | 19464 | 4077 -4.077 T
1270.04 6.261 | -6.261 [ -3.160 | -3.160 [ -0.147| -0.147 | -7.081 | -7.081 0
1 1294 .50 5924 5924 2954 -2954( 0.115] -0.115| 7.018| -7.018 T
1678.38 0.984 | -0.984 | -0.046 | -0.046 | -0.045| -0.045| 5.106 5.106 0
1680.83 1.039 1.039| 0.052 | -0.052| 0.052| -0.052 | -5.065 5.065 T
2947.52 1.483 | 1.483] -3329( 3.329( -0.035| 0.035]| 0907 | -0.907 0
297231 1.534 ] -1.534| 3240 3.240( 0.032| 0.032] -0851| -0.851 P
306.60 0.172 1 -0.172| -0.337 | -0.337 | 5.655| 35.655| -3.316| -3.316 T
309.36 0.166 [ 0.166| 0.326| -0.326| -5.509 | 5509 3.219| -3.219 0
1701.07 2.184 | -2.184 | -3250 | -3.250| -0.981 | -0.981 | -8.837| -8.837 T
0 1717.54 1935 1.935| 2928 -2.928| 0904 | -0.904 [ 8599 | -8.599 0
2092.69 2.066 [ -2.066 | -2470 | -2.470| 0465 0465 8.119 8.119 7
2112.82 2219 2219 2.703 | -2.703 | -0420| 0420 -7.904 7.904 0
3875.37 1.070 | 1.070| -0.856 | 0.856| -0.006 | 0.006 | 0.051| -0.051 T
3909.58 1.068 | -1.068 | 0.858| 0.858| 0.006| 0.006| -0.048| -0.048 0
890.60 0.052 | -0.052 | -0.149| -0.149| 1.506| 1506| -1.372| -1.372 0
896.80 0.049| 0.049| 0.142| -0.142 | -1452| 1452 1313| -1.313 T
1984.94 2013 -2.013| -5.026 | -5.026 | -1.688| -1.688 | -5587| -5.587 0
3 2008.30 1.894 | 1894 4797 -4797| 1654| -1.654| 5791 | -5.791 T
2418.64 0.469 ] -0469| -1.050 | -1.050| 0916| 0916 | 5777 5917 0
2424 67 0527 | 0527 1210 -1.210| -0918 | 0918 | -5.967 5.967 7
5323.83 0.409| 0.409| -0.222( 0222 -0.003| 0.003| -0.011 0.011 0
5351.90 0416 -0416| 0.229( 0229| 0.003| 0.003| 0.011 0.011 P
1717.33 0.091 | -0.091 | -0.340 | -0.340| 1.723| 1.723| -2.211| -2.211 T
1728 .43 0.084| 0.084| 0.315] -0.315| -1.640| 1.640| 2.083| -2.083 0
2177.86 1.482 | -1.482 | -5.201 | -5201 | -2.328 | -2.328 | -0.227 | -0.227 T
4 2205.15 1.445 | 1.445] 5135 -5.135| 2268 | -2.268 | 0.424| -0.424 0
2907.89 0.061 | 0.061| 0201 0201 | -0736| 0.736| -2.248 2.248 0
2912.09 0.056 | -0.056 | -0.177 ( <0177 | 0.716 | 0716 | 2.162 2.162 T
6910.39 0.183 [ 0.188 | -0.089| 0.089| -0.002 | 0.002 | -0.008 0.008 P
693493 0.192 | -0.192( 0.093| 0.093| 0.002| 0.002| 0.009 0.009 0
2341.79 1.017 | -1.017 [ -4.595| -4595| 1246| 1.246| -3.592| -3.592 0
2369.21 0988 | 0.988| 4513 -4513 | -1.287| 1.287| 3.663| -3.663 T
2698.64 0.037 1 -0.037| -0.151 ( -0.151 | -1.748 | -1.748 | 3.231 k| 0
5 2715.61 0.042] 0.042| 0.175| -0.175| 1.805| -1.805| -3.302 3302 T
3606.26 0.011 | 0.011| 0.049| -0.049| -0492| 0.492| -0.532 0.532 7
3616.18 0.010 | -0.010 | -0.045| -0.045| 0476 0476| 0.526 0.526 0
| 8545.15 0.102 | 0.102 | -0.047( 0.047 | -0.001| 0.001| -0.005 0.005 0
| 8568.10 0.105] -0.105] 0.049 | 0.049| 0.001| 0.001| 0.006 0.006 7




Predkosci fazowe i amplitudy fal sprezystych w wiencu kota

Tabela 4
Predkosc¢ kota Predkosc kota Predkosc¢ kota
Dhu- gosc V=0 km/h V=200 km/h V=400 km/h

[leci{] P;Qdkoéé Ampli- Faza Predkosc¢| Ampli- Faza Predkos¢| Ampli- Faza

azowa tuda : fazowa | tuda - fazowa tuda -

fal O L TR TR L fal i
[deg] ) [deg] [deg]

[1/s] [dB] = [1/s] [dB] = [1/s] [dB]

+596 | -7.69 180 +594 | -7.61 0 +592 -7.52 0
- -596 | -7.69 0 597 -7.71 180 -599 -7.86 180
+8057 9.71 180 +7980 9.99 0 +7903 10.27 0
27T -8057 9.71 0 -8134 941 180 -8210 9.10 180
- +10553 | -26.17 180 | +10546 | -26.70 0 | +10538 -27.26 0
-10553 [ -26.17 0 -10561 | -25.66 180 -10569 -25.18 180
-18597 | 10.33 0 -18520 | 10.44 0 -18445 10.56 0
+18597 | 10.33 180 | +18676 | 10.21 180 | +18757 10.10 180
+968 | -9.60 0 +963 -9.46 180 +959 -9.32 180
-968 | -9.60 180 972 | -9.74 0 -976 -9.88 0
+5370 9.71 0 +5344 | 10.24 180 +5317 10.66 180
T -5370 9.71 180 -5396 9.33 0 -5420 8.85 0
+6605 8.26 0 +6574 7.85 180 +6545 7.43 180
-6605 8.26 180 -6638 8.64 0 -6672 8.99 0
-12228 | -1.34 180 -12175 | -1.35 180 -12121 -1 37 180
+12228 | -1.34 0 | +12282 [ -1.33 0 | +12336 -1.32 0
+1872 | -16.73 180 +1865 | -16.52 0 +1859 -16.31 0
-1872 1 -16.73 0 -1878 [ -16.94 180 -1885 -17.15 180
+4182 | 13.83 180 +4157 | 14.02 0 +4132 1421 0
21t/3 -4182 | 13.83 0 -4206 | 13.62 180 -4230 13.39 180
+5072 1.04 180 +5066 043 0 +5060 -0.19 0
-5072 1.04 0 -5078 1.65 180 -5086 2.26 180
-11179 | -12.95 0 -11150 | -13.09 0 -11121 -13.23 0
+11179 | -12.95 180 | +11209 | -12.81 180 | +11239 -12.68 180
+2706 [ -9.70 0 +2698 | -9.37 180 +2689 -9.04 180
-2706 | -9.70 180 -2715 1 -10.03 0 -2724 -10.35 0
+3442 | 14.27 0 +3421 | 1432 180 +3400 14.37 180
/2 -3442 | 14.27 180 -3464 | 14.21 0 -3485 14.15 0
-4571 | -14.49 0 -4568 | -13.94 0 -4565 -13.40 0
+4571 | -14.49 180 +4574 | -15.02 180 +4578 -15.55 180
' -10874 | -20.81 180 -10855 | -20.97 180 -10836 -21.14 180
+10874 | -20.81 0 | +10893 | -20.66 0 | +10913 -20.50 0
' - +2960 | 13.17 180 +2943 | 13.25 0 +2926 13.32 0
-2960 | 13.17 0 -2977 | 13.09 180 -2995 13.01 180
+3402 | -15.78 180 +3391 | -16.45 0 +3381 -17.14 0
- | 27/5 -3402 | -15.78 0 -3413 | -15.12 180 -3423 -14.47 180
-4538 | -26.55 180 -4532 | -26.20 180 -4526 -25.83 180
+4538 | -26.55 0 +4544 | -26.91 0 +4550 -27.26 0
-10753 | -26.38 0 -10738 | -26.53 0 -10724 -26.69 0
{ +10753 | -26.38 180 | +10767 | -26.23 180 | +10782 -26.08 180
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Czestotliwosci i amplitudy dudnienia

Tabela 5
3 C,Z¢St9' Amplituda dudnienia
formy | tliwos¢
drgan | dudmienia | AU' ;10" [m/N][AUZ; 10" [m/N] | AU,10™" [m/N) AU*,10"[rd/N]
? [Hz] max ] min max l min max 1 min max | min
Predkos¢ kota V=200 kmvh
0.50 0.832 [ 0.009 0.825 | 0.008 39.228 0.301 8.227 0.072
| 2446 | 12.185 | 0.337 6.114 | 0.205 0.262 0.032 14.100 0.063
2.45 2.023 | 0.055 0.098 | 0.006 0.096 0.007 10.171 0.042
24.79 3.018 | 0.051 6.569 | 0.088 0.068 0.003 1.758 0.056 \
2.76 0.337 | 0.006 0.663 | 0.011 11.164 0.146 6.535 0.097 J
) 16.47 4.119 | 0.249 6.178 | 0.322 1.886 0.077 17.436 0237
20.13 4284 | 0.153 3.173 | 0.238 0.884 0.045 16.023 0.215
34.22 2.138 | 0.002 1.714 | 0.003 0.012 0.000 0.099 0.003
6.20 0.101 | 0.003 0.292 | 0.007 2.930 0.054 2.685 0.059
3 23.36 3.907 | 0.118 9.823 | 0.229 3.342 0.034 11.378 0.205
6.02 0.996 | 0.059 2260 | 0.139 1.833 0.002 11.743 0.190
28.07 0.825 | 0.007 0.450 | 0.007 0.006 0.000 0.023 0.000
11.10 0.175 | 0.007 0.655 | 0.025 3.364 0.083 4294 0.129
4 27.29 2.927 [ 0.037 |[10.336 | 0.066 4.596 0.060 0.651 0.197
4.20 0.117 | 0.006 0.378 | 0.023 1.452 0.020 4.410 0.086
24.54 0.379 | 0.004 0.182 | 0.003 0.003 0.000 0.017 0.000
2742 2.004 | 0.029 9.108 | 0.082 2.533 0.042 18D 0.071
5 16.97 0.079 | 0.005 0.326 | 0.025 3.552 0.057 6.533 0.070
992 0.021 | 0.001 0.094 | 0.004 0.968 0.016 1.058 0.007
22.95 0.207 | 0.003 0.096 | 0.002 0.002 0.000 0.011 0.000
Predkos¢ kota V=400 km/h
1.00 0.832 | 0.017 0.825 | 0.016 39.230 0.602 8.227 0.144
1 4890 [12.176 | 0.674 6.112 | 0.411 0.264 0.064 14.091 0.127
489 2.026 | 0.110 0.098 | 0.012 0.096 0.014 10.161 0.084
49.56 3011 | 0.102 6.571 | 0.176 0.068 0.006 1.760 0.112
5.52 0.337 | 0.012 0.663 | 0.021 11.165 0.292 6.536 0.194
) 3294 4.126 | 0.496 6.183 | 0.642 1.885 0.154 17.380 0.473
40.26 4277 | 0.305 5.169 | 0.463 0.882 0.090 15.969 0.429
68.43 2.137 | 0.005 1.713 | 0.005 0.012 0.001 0.099 0.005
12.40 0.101 | 0.006 0.292 | 0.014 2.960 0.109 2.686 0.117
3 46.67 3.902 | 6237 9.807 | 0.458 3.339 0.069 11.366 0.407
12.08 1.001 | 0.117 | 2.276 | 0.318 1.829 0.003 11.733 0.378
56.14 0.825 | 0.014 0.450 [ 0.014 0.006 0.000 0.023 0.001
22.20 0.175 | 0.015 0.657 | 0.049 3.367 0.166 4.299 0.257
b 54.57 2926 | 0.073 |10.332 | 0.132 4.600 0.120 0.651 0.394 |
8.39 0.118 | 0.012 0.381 | 0.047 1.453 0.040 4.415 0.172
49.09 0.379 | 0.009 0.182 | 0.007 0.003 0.000 0.017 0.001
54.83 2.004 | 0.058 9.106 | 0.164 333 0.083 7.257 0.141
5 33.95 0.079 | 0.010 0.328 | 0.050 3.555 0.114 6.535 0.140
19.84 0.021 | 0.001 0.094 | 0.008 0.969 0.031 1.058 0.013
45.89 0.206 | 0.005 0.096 | 0.003 0.002 0.000 0.011 0.000
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Czestotliwosci drgani i dudnienia punktu styku kota z szyna

Tabela 6
Nr | Czgstotliwosé drgani |[Hz| | Czgstot. dudnienia [Hz] Droga Iq [m]
g‘gf Predkosé kota [km/h] 2nR/lg
b 100 200 400 100 200 400 100 200 400
Grubos¢ wienca kota 0.05 m
94.78] 9478 9479| 1836 3673 | 73.46 1.513 1.513 1.513 1.97
1 1282.28| 1282.27] 1282.22 6.38 1277 2556 | 4352 | 4351 | 4347 0.69
\ 1679591 1679.61| 1679.67( 17.39| 3478 | 69.356 1.597 1.597 1.597 1.87
2959.78] 295991 2960.43| 31.01 62.02 | 124.02 0.896 [ 0.896 | 0.896 3,813
j 307.98| 307.98| 30799 3585| 71.70| 14340 0.775 | 0775 | 0.775 3.85
) 1709.441 1709.31| 1708.78| 2899 | 35798 | 11598 0.958 0.958 0.958 3:12
2102.55(2102.76| 2103.57| 27.17| 5433 | 108.65 1.023 1.023 1.023 2.92
3892.44| 3892.48| 3892 61| 5434 108.68 | 217.35 0511 0511 0511 5.84
893.70| 893.70( 893.71| 52.74| 10549 210.97 0527 | 0527 0.527 5.67
3 1996.69( 1996.62| 199632 44.16 | 8833 | 176.70| 0629 | 0.629 | 0.629 4.75
2421.54| 2421.65( 242212 52.84| 10567 | 21129 | 0526 | 0.526 | 0.526 5.68
5337.82| 5337.87[ 5338.05| 69.88 | 139.76 | 279.52| 0.398 | 0.398 | 0.398 7.51
1722.88] 1722.88( 1722.89 6891 | 13782 | 275.64| 0403 | 0403 | 0403 7.40
7 2191.50] 2191.51| 2191.55( 60.81 | 121.63 | 24326 | 0457 | 0457 | 0457 6.53
2909.96] 2909.991 2910.10| 76.56 | 153.12 | 30622 | 0.363 | 0.363 | 0.363 8.23
6922.621 6922.66] 6922 81| 86.73 | 17346 | 34692 | 0.320 [ 0320 | 0.320 932
2355.49] 2355.50| 2355.55| 79.36 | 15873 | 31746| 0.350 | 0.350 | 0.350 8.53
5 2707.10{ 2707.121 2707.23| 8459 | 169.17 | 338.34 | 0.328 | 0.328 | 0.328 9.09
3611.22(3611.2213611.21] 98.03 | 196.07 | 392.14 | 0283 | 0.283 | 0.283 10.53
8556.59| 8556.63| 8556.75| 104.55| 209.09 | 418.18 | 0.266 | 0266 | 0266 11.23
Grubos$¢ wienca 0.03 m

116.93] 11693 11693 19.18 | 3837| 7673 1.448 1.448 1.448 1.97
1 1324.32| 1324.30| 1324.22 8.99 1799 3599 3.089 [ 3.089 | 3.087 0.93
1808.83| 1808.82| 1808.75| 18.91 37.82 | 75.65 1.469 1.469 1.469 1.95
3191.89{3192.05[3192.71f 2895| 5790 11578 0939 | 0.959 | 0.960 2.98
281.53| 281.53| 281.54| 37.15| 7431| 14862 | 0.748 | 0.748 | 0.748 382
) 1600.80( 1600.75] 1600.56| 3429 | 68.58| 137.15 0.810 | 0.810 | 0810 3.53
2339.76( 2339.88| 2340.38| 2376 ( 4732 95.04 1.169 1.169 1.169 2.45
3910.97| 3811.00] 3911.12] 56.93 | 113.85 | 227.71 0.488 | 0.488 | 0.488 5.86
76682 76682 76685 53.82| 107.64 | 21528 | 0.516 | 0.516 | 0.516 5.54
3 1851.11| 1851.06| 1850.84| 56.26 | 112.53 | 225.04 | 0.494 | 0.494 | 0.494 5.79
2545.68(2545.79(2546.22| 4392 8785 17572 0.632 | 0.632 | 0.632 4.52
5244.42| 5244.46] 5244 61| 7430 | 148.61 | 297.21 0374 | 0374 | 0.374 7.65
1422.80| 1422.82| 1422.89| 70.11| 14022 | 28044 0.396 | 0.396 | 0.396 722
l 4 2267851 2267.66| 2266.88| 7291 | 145.82| 291.64 | 0.381 | 0.381 0.381 7.50
2691.0112691.24|2692.17| 6947 | 138.94 | 277.88 | 0.400 | 0.400 | 0.400 715
J 6769.88] 6769.92| 6770.05| 92.14 | 184.27 | 368.55 0.301 | 0.301 0.301 9.48
1974.33( 1974.33| 197432 89.11 | 178.22 | 35644 | 0312 | 0312 | 0312 9.17
5 2631.5312631.58|2631.76 80.13 | 160.27 | 32054 | 0.347 | 0.347 | 0.347 8.25
3299.26(3299.27| 3299.31| 100.85 [ 201.70 | 40340 0.275 | 0275 | 0275 10.38
8360.67{ 8360.69| 8360.80 11099 | 22199 | 44398 | 0.250 | 0.250 | 0.250 11.42
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ktérych konstrukcja odbiega od kél aktualnie stosowanych
warunek statecznosci powinien by¢ sprawdzony.

Jak wynika z rys.4 bifurkacja drgan powoduje, ze w
ukiadzie pojawiajq si¢ czestotliwosci, ktorych roznice
wartoséci dla realnych predkosci jazdy sq nieznaczne. Su-
mujac parami fale monochromatyczne o czgstosciach roz-
nigcych sie nieznacznie migdzy soba uzyskano zaleznoSci
opisujace efekt dudnienia w wirujacym kole [5].

Grubos¢ wienca 0.05 m Grubos¢ wienca 0.03 m

Forma n=3 _Forma n=3

i

sg20
62Rd

4593
4594

3822
3809

Czestobliwosé £ [Hz]

Czestotliwoad f [Hz)
1588

159¢

g
%}

-4 S99 1400 2080 a
Predkasc v (km/hl

@@ 1099 2989
Predkodsc v lkem/h}

Rys.4. Biturkacja czgstotliwoscl w wirujacym kole

W tabeli 5 dla danej predkosci i formy drgan poda-
no czgstotliwosci oraz minimalng i maksymalna amplitudg
dudnienia. Suma wartoéci amplitud pary drgann harmo-
nicznych powodujacych dudnienie rowna jest amplitudzie
dudnienia, a ta z kolei rdwna jest co do wartosci amplitudy

stosownej postaci drgan kola dla, ktérego ¢, =0. W

zakresie realnych predkosci jazdy czgstotliwo$¢ dudnienia
jest proporcjonalna do predkoscei kola.

W ruchu tocznym kola po szynie istotnym zagad-
nieniem jest zbadanie zachowania si¢ punktu geometrycz-
nej osi wienca, ktory lezy nad punktem kontaktu kola z
szyng. Ponizej przykladowo podano wzér na drgania
(dudnienie) tego punktu w kierunku obwodowym [5]:

l(f) :E _é‘IUniSi'{Vn/‘yni)co % ~sg(H§Lz)r¢o:|+ani+sg(H1;‘zj)m} (3)

1i

gdzie:

AU,; - amplituda dudnienia,

Vi = 0.5(, 2117 W20, A=y 21~ Wy 201

@ 2i.1, Wy 2 - czgstosci fal powodujacych dudnienie,
O, Yui - PrZesunigcia fazowe.

Z analizy wzoru (3) wynika, ze czgstotliwos¢ drgan
punktu lezacego na osi wienca nad punktem kontaktu z
szyna jest niezalezna od predkosci katowej kola. Natomiast
wprost proporcjonalnie od predkosci zalezna jest czgsto-
tliwos¢ dudnienia drgan harmonicznych:

1
Iq= o ’A‘”m‘ -2 Sgn(HBn,2i >‘¢o @
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W tabeli 6 podano w zaleznosci od predkosci kola
czestotliwos¢ drgan i dudnienia punktu lezacego na osi
wienica nad punktem styku z szyna, a takze droge /, jaka
kolo przebywa w czasie jednego okresu dudnienia. W
ostatniej kolumnie podano stosunek obwodu tocznego
okreggu kota do drogi /, .

Z tabeli 6 wynika, ze dla danej formy drgan droga
jaka przebywa kolo w czasie jednego okresu dudnienia nie
zalezy od predkosci. Podczas eksploatacji pojazdow szy-
nowych wystepuja takie grubosci wienca, przy ktorych
droga przebyta przez kolo w czasie jednego okresu dud-
nienia jest dokladnie wielokrotnoscia obwodu kota. Powo-
duje to, ze w ukladzie dynamicznym koto-szyna powstajq
potencjalne warunki poligonizacji kol, a w tym réwniez
owalizacji. Postawiono zatem hipoteze [5]:

Jednym z czynnikow sprzyjajacych
poligonizacji kot kolejowych jest
efekt dudnienia w wirujqcym kole.

Hipotezg ta nalezy traktowaC jako hipoteze robocza
wymagajaca dalszych szczegélowych badan teoretycznych
ze szczegllnym uwzglednieniem w tych badaniach mode-
lowania procesow zuzycia w kontakcie tocznym. Wynika
to stad, ze drgania wirujacego kola rozpatrywane byly z
pominieciem dynamicznych zjawisk kontaktowych wyste-
pujacych we wspolpracy z szyng. Ponadto w rzeczywistosci
kolo porusza si¢ ruchem zlozonym z ruchu obrotowego i
ruchu postgpowego. Niemniej jednak zjawisko dudnienia,
wywolane propagacjq fal sprezystych, wystepuje rowniez w
kole poruszajacym si¢ ruchem tocznym po szynie.

8. Drgania wymuszone kola

Scisle rozwiazanie drgan wymuszonych wirujacego
kola uzyskano dla wymuszen harmonicznych dzialajacych
w punkcie kontaktu kola z szyna przy uwzglednieniu thu-
mienia drgan wywolanego tarciem wewngtrznym.

Lepkie wiasciwosci kola zamodelowano pigcioma roz-
nymi wspolczynnikami tlumienia wewngtrznego. Dwa z
nich odnosza si¢ do materiatu wienca, a pozostate do ma-
terialu tarczy. Lepko-sprezyste wlasciwosci materialu kola
zostaly opisane modelem Kelvina-Voigta o nastgpujacych
zaleznosciach:

Ot
o=Ee+b *—, T:Gy+bzz.
a a

P 127
qy =—| kyu, +cq — |,
u u¥o 10’1
" &,
qy =- kyvy +cy — |,
v WYe ey a

é%VO
d >

©)

qy = —[kwwo +cq




gdzie:

o, T-napregzenia normalne 1 styczne w wienicu kola,

& y - odksztalcenia wierica kola,

G G Gw - Tcakcja tarczy kola jako podioza spr¢zystego
odpowiednio w kierunku obvvodowvm. ra-
dialnym 1 binormalnym,

k. k. k, -sztywnosc tarczy kola odpowiednio w kierunku
obwodowym, radialnym i binormalnym.

v, We - przemieszczenie tarczy kola odpowiednio w
kierunku obwodowym radialnym i binor-
malnym,

ha - wspolczynniki tlumienia materialu wienca,

. ¢2. ¢3- wspolezynniki tlumienia materialu tarczy kola.

Rys.5. Drgania wymuszone wirtjacego kola Kolejowego

Analiza numeryczna drgan wymuszonych prowadzona
metoda MES jest wykonywana zwykle dla przypadku kola
nieruchomego i wymuszenia pojedynczy silq harmoniczng
dzialajaca w punkcie stvku z szyngy. Najczesciej jest to
jednostkowa sila radialna lub poprzeczna. Wystepujaca w
ruchu tocznym po szynie zmiennos¢ oddzialywan w stre-
fie kontaktu sprawia. ze wymuszenie drgan kol
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Rys. 7. Charakterystyki amplitudowo-czgstotliwosciowe kola dla drgan
gigtnych nie lezyeych w plaszezyZnie kola ™ i skretnyeh .d”

ma bardziej zlozony postac. W rzeczywistvm ukladzie
drgania wyvmuszone s skutkicm rownoczesnego dzialania
sily obwodowej. radialnej. poprzecznej. a takze momentu
wynikajacego z ruchu wiertnego kola (rvs.3). Stad tez w
rozwazaniach przyjeto model kola, w ktdrym wymuszenie
drgan moze by¢ zadane jako rownoczesne dzialanie sily
obwodowegj, radialngj. poprzecznej i momentu wiertnego, a
ponadto sily wymuszajace moga wystepowac z roézng faza.
a mianowicie:

P = Rc[(/’” o ] My = Re[(Mz] ¥ Moy Je -’"] (6)
dla i=1.23.

Dla wymuszen harmonicznych (6) i dla €b0 = const

uzyskano scisle rozwigzanie niejednorodnego ukladu réw-
nan (1) [6].

Na rys. 6 1 7 podano przykladowe wyniki obliczen
drgan wymuszonych w formie charaktervstyk amplitudo-
wo-czgstotliwosciowych: "a" - drgania obwodowe. "b" -
drgania radialne, "c" - drgania gigtne nie lczace w plasz-
czyznie kola. "d" - drgania skretne. Charakterystyki wyko-
nano przy wymuszeniu w postaci rownoczesnego dzialania
momentu spinu i sil w trzech kierunkach dla punktu O o
wspolrzednej ¢ = 7. Fazy poczatkowe sit wymuszajacych
sq takie same. Amplitudy drgan przedstawione na rvs.6 sg
sumy jedenastu (n7=177) pierwszych form drgan, a ich
wartoéci podano w dB przy poziomie odniesienia /07 m.

Na powyzszych wykresach widoczny jest wyrazny
wplyw predkosci obrotowe] kola wyrazajacy si¢ dwukrot-
nym wzrostem liczby czestotliwosci rezonansowych. Jest
to cfekt rozchodzenia si¢ fal sprezystych z réznymi pred-
kosciami fazowymi w lewo i prawo od migjsca dzialania
sil wymuszajacych. Nalezy rowniez zwroci¢ uwage na
fakt. ze dla (bn # 0 i wymuszen o wysokiej czgstotliwosci

(4 kl{z + 5 kIz) niektore czgstotliwosci rezonansowe cha-
rakteryzujy si¢ duzymi amplitudami. Jest to skutek sprze-
zenia drgan silami bezwladnosci, a w tym silami zwiqza-
nymi z przyspieszeniem Coriolisa. Drgania o tak wysokiej
czestotliwosci moga by¢ wzbudzane przez chropowatosé
szyny i kota.
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Zastosowanie ﬂakietu programow metody elementow

KOLO

skonczonyc

C_do komputerowego

wspomagania projektowania

W procesie projektowania kolejowych zestawdw kolowych niezbedna jest znajomosc rozkladu napre-
Zen i przemieszczen w elementach ukladu. Wyznaczenie tych wielkosSci metodq analitycznq jest niemoz-
liwe, dlatego stosuje si¢ metody komputerowe, w szczegolnosci metode elementow skoriczonych. Pakiet
programéw KOLO PC pozwala rozwiqzywac zagadnienia osiowo-symeltryczne metodq elementow skon-
czonych z uwzglednieniem takich zagadnien, jak naprezenia pochodzqee od weisku, naprezenia eksplo-
atacyjne oraz naprezenia cie plne wywolane hamowaniem. Dodatkowo pozwala przeprowadzié analizg

zimgczeniowq zestawu kolowego.

1. WPROWADZENIE

Jednym z wazniejszych elementow ukladu biegowego
pojazdu szynowego jest zestaw kolowy. Jest to element
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konstrukcyjny majacy bezposredni wplyw na bezpieczen-
stwo ruchu kolejowego. Z tego powodu o$ kola oraz zestaw
kolowy jako calo$¢ muszg mie¢ zapewniong dostateczng
wytrzymato$¢ w wymaganym okresie eksploatacyjnym.



