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Automatyczne generowanie rownan rozniczkowych ruchu
uktadoéw mechanicznych

W artykule przedstawiono opis programu ma maszyne cyfrowg, ktéry tworzy w sposéb auto-
matyczny, w oparciu o réownania eneragii oraz sity zewnetrzne (przedstawione w postaci ogol-
nych wzoréw), dla ukladéw liniowych macierze mas, ttumienia, sztywnosci oraz réwnania ruchu,
natomiast dla nieliniowych tylko réwnania ruchu. Zarédwno macierze jak i réwnania wyprowadza
w postaci ogélnych zaleznosci (wzoréw), ktére wykorzystuje sie do dalszej analizy ogdlnej jak
i numerycznej. Zastosowanie programu pokazano na przyktadzie.

Wstep

Zastosowanie maszyn cyfrowych w naukach inzynier-
skich polega zwykle na przeprowadzaniu ucigzliwych obli-
czen numerycznych. Nie jest to jedyna mozliwo$é zastoso-
wania tych maszyn.

Metody analizy dynamicznej ukladéw mechanicznych,
przedstawione w pracach [5] i [6] nie dajg sie zastosowaé
do ukladéw nieliniowych, przystgpiono wiec do opraco-
wania systemu TRAIN stuzgcego do analizy dynamicznej
pojazdéw szynowych. W trakcie dokonywania analizy dy-
namicznej nieliniowego ukladu mechanicznego zachodzi
koniecznos§é ustalenia jego réwnan ruchu. W przypadku
ukladéow o duzej liczbie stopni swobody ustalenie tych
rownan jest ucigzliwe i stwarza mozliwo§¢ wielu pomytek.
Dzieki mozliwosci dzialania na znakach wszelkie opera-
cje rozniczkowania wyrazen i formowania réwnan moze
wykonaé komputer. Algorytm operacji na wyrazeniach
arytmetycznych mozna w miare latwo zaprogramowag,
gdy wyrazenia sg wielomianami dowolnego stopnia. Nie-
liniowo$¢ ukladéw mechanicznych, jakimi sg matematycz-
ne modele pojazdéow szynowych, mozna zwykle z dobrym
przyblizeniem opisa¢ wielomianami. Gdy to nie wystarcza,
réwnania ruchu ustalone przez komputer muszg byé jesz-
cze uzupelnione o te dodatkowe nieliniowe wyrazenia.
W dalszym ciggu artykutu przedstawiono jeden z progra-
mow systemu TRAIN stuzgcy do automatycznego genero-
wania réwnan ruchu.

Ustalanie réwnan ruchu

Pelny opis ruchu dyskretnego ukladu mechanicznego
mozna podaé rozwigzujgc jego rownanie Lagrange’a. Jesli
energia kinetyczna ukladu zalezy tylko od pierwszych
pochodnych wispéirzednych uogélnionych, a nie od samych

wspolrzednych, to réwnania Lagrange’a mozna zapisaé
w postaci:
d T oV oF .
e e -y sl 5 I RS Y ) (1)
dt 34; dd4; 9q; ;

gdzie:

T( él ...én) — energia kinetyczna uktadu,
V(ql qn) — energia potencjalna,
F(d1 én) — funkcja rozproszenia (funkcja Rayleigha)
Q; (q1 G, (il q'n. "1.1 (;n ....) — sila uogodlniona zwigzana ze
wspolrzedng q;.
Site uogdlniong wyznacza sie z wzoru
= R
. & SeSw) 2
Q= DR T @
J ]
w ktérym Isj oznacza site dzialajgcg na punkt, ktérego
wektor wodzgcy we wspoéirzednych kartezjanskich jest
Xj. Sumowanie przebiega po wszystkich punktach uktadu,
na ktére dziatajg sity. .
Informacja o silach dzialajgcych w ukladzie zawarta
jest w energii potencjalnej, w funkcji Rayleigha i w si-
tach uogoélnionych. Chwilowa wielko$é sity zalezy od sta-

nu ukladu — na przyklad sita K; przenoszona przez lacz-
nik sprezysty o numerze j zalezy od jego odksztalcenia
/j (@ ... dn) i predkosci zmian tego odksztalcenia 7;. Zalez-
nos$¢ Kj (2, 2j) nazywamy charakterystyka tgcznika. Jezeli
charakterystyke mozna przedstawié¢ w postaci
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to informacje o sile K; mozna umiesci¢é w energii poten-
cjalnej i w funkcji Rayleigha. Energia potencjalna bedzic
wtedy zawieraé sktadnik

%

v, =/ G az,
0

a-funkcja Rayleigha sktadnik

B

F.= | x(xdx
] 0

W przeciwiiym wypadku informacja o tej sile znajdzie
sie w sitach uvogoélnionych i tak na przykiad w réwnaniu
Lagrange'a .dla. wspéirzednej q; znajdzie sie nastepujgcy
skladnik sity uogoélnionej:

92;
QY= K; (%, 7)--

Rozwigzywanie ukladu réwnan Lagrange’a moze byé
kilopotliwe. Gdy znane sg warunki poczgtkowe, a intere-
suje nas na przyktad relaksacja ukladu po impulsowym
zakléceniu réwnowagi, mozna zawsze stosowac¢ ktorgs
z metod numerycznych opisanych w pracach [2] i [3].
W takim wypadku réwnania muszg by¢ zapisane w po-
staci

d; = P;(q A, Gy Qo )i =1,..m. (3)

Funkcje ¢; mogg mieé¢ dowolng postaé, w szczegdlnosci
mogg by¢ nieliniowe.

Jesli uklad jest hmowy mozna ponadto okresli¢ czesto-
tliwo$ci i postacie jego drgan wtasnych lub wymuszonyr‘h
wedtug metod przedstawxonych w pracy [4]. Wtedy row-
nama ruchu przyjmuja.postaé ., e

[M1{@)+{L1{q}+[K] {a} = (P}, ('4)‘

gdzie [M], [L], [K] oznaczaja odpow1edmo macierze mas,
ttumienia i sztywnosci, a {q}, {q}, {§}, {P} — wektoxy
wspoéirzednych uogolnionych, predkoéc'i uogélnionych,
przyspieszen uogélnionych i wektor wymuszen.

W rezultacie, gdy zamierzamy przeanalizowaé¢ skompli-
kowany uklad mechaniczny, czeka nas nastepujgce po-
stepowanie:

1. okreSlenie postaci funkcji T, V, F, @; wchodzacych
w réwnania (1),

2. ulozenie réwnan ruchu (1),

3. przeksztalcenie tych réwnan do postaci (3) i napisa-
nie podprogramu okres$lajgcego funkcje @j,
© 4. okre$lenie postaci macierzy M, [L], [K], [P], na
podstawie tych rownan i napisanie odpowiedniego pod-
programu.

To postepowanie jest na ogoét bardzo ucigzliwe i trudno
je wykonaé¢ bezblednie, opracowany wiec zostal program.
ktéry na podstawie danych okreslajgcych funkcje T, V,
F, ®; (punkt 1.) wykonuje czynno$ci opisane w punktach
2, 3, 4.

Podprogramy okreslajgce funkcje @; (podprogram FUN)
oraz macierze M, L, K, P (podprogram EQLG) sg wypro-
wadzane -przez maszyne cyfrowg na maszynowy nos$nik
informacji, a jednocze$nie ich tekst jest drukowany dla
umozliwienia kontroli. Te podprogramy maszyna cyfrowa
wyprowadza w jezyku FORTRAN. Program, o ktérym
mowa napisano w jezyku COBOL.

-Dane dostarcza:sie na kartach perforowanych 80-ko-
lumnowych. Wyrazenia arytmetyczne, jakimi sg funkcje
T, V, F, Pj, X; muszg by¢ wielomianami, niekoniecznie

-w postaci uporzagdkowanej, Symbole X(3), Y (i),Z(¢) sa w da-
“nych zZarezerwowane odpowiednio dla oznaczania wspé6i-
~-rzednych uogoélnionych q; i ich pochodnych wzgledem cza-

su qi, ¢;. Wszelkie parametry ukladu nalezy oznaczyé

cprzez A(k) (1 <<k <C999). W. skiad wielomianu mogg

wehodzié liczby jako wspoétezynniki, lub skladniki. Dzia-

-tania oznaczamy: <+ dodawanie, — odejmowanie, po-

tegowanie (wykladnik potegi stoi za strzatkg). Znak mno-

- zenia jest pomijany.

Zasadniczg cze$cig programu jest podprogram wyzna-

_czajgcy wyrazenie arytmetyczne przedstawiajace pochod-

ng nieuporzadkowanego wielomianu ze wzgledu na argu-
ment X(n) lub Y(n). Program gléwny wykorzystuje prace
tego podprogramu do obliczania pochodnych znajdujg-
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cych sie w réwnaniach (1) i (2), organizuje przekazywa-
nie informacji i formowanie wyjSciowego segmentu w je-
zyku FORTRAN. Jego uproszczony schemat blokowy jest
pokazany na rysunku 1.

Przyklad przygotowania i zapisu danych.

Dzialanie programu zostanie przedstawione na prostym
przyktadzie drgan pionowych wagonu. Model tego ukiadu
wraz z niektérymi oznaczeniami jest pokazany na rysun-
ku 2. Jest to uklad o dziesieciu stopniach swobody. Wspo6t-
rzedne uogoélnione przedstawiajg sobg male wychylenia
ukiadu od’ stanu réwnowagi. Wychylenia pionowe pudtia,
wozkow i zestawdw kotowych oznaczono odpowiednin
przez x,, Xz, Xs, T, Xy, Xy, XLy, obroty pudia i wozkoéow wo-
ko6t osi prostopadiej do ptaszczyzny rysunku i przechodzg-
cej przez ich $rodki masy majg oznaczenia X, x,, X

Ceytanie danych ( konirola farma/ne/
POPrawnosct zapisu wyrazenia

[zy
poprawnie

e

Komunikat btedu

Tzy koniec

3 av = 3F. 6U
Wyznaczyc kolejne pochodne ———
% 2 L 30, 0% o0,

{ wprowaodzic na po/e wynikowe rawnanie:
au;
& = (—5— 01+LK' TV/)’)‘

il —=1

% : ]
i ( Zapisac @, na tasme magnetycing

T2y uktad
Jest lintowy

teak | Wyznaczyc wyrazema
okreslojace wspofczyn -
niki macierzy M, L, K

L3
Zap:sac wspa[czgnmkz
na tasme magnetyczng

M;drukowac L wqprawadﬂc na maszynowy nosnik
@ «nformacyt podprogramy EQLG t FUN.
(=12

Rys. 1. Uproszczony schemat blokowy  programu.
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|
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-Rys. 2. Model przyktadowego uktadu drgajacego.



Energia kinetyczna tego ukladu wyraza sie zaleznoS$cig:

N . W, S IR T TR
T=a &+ 5 a,&+ 5 e+ 5 GE+ S as:cg—l-—z- ad, +
l‘ & .9 R . .9
+o g (34 25+ g + &), ®)
gdzie:
a,, a, — masa i moment bezwiladnosci pudla,

2
Uy @, — masa i moment bezwladnosci wozka,
a, — masa zestawu kotowego plus zredukowana masa toru.

Zalozmy, ze lgczniki sprezyste zwigzane z wagonem sg

nieliniowe, za liniowe bedziemy uwazaé jedynie lgczniki °

sprezyste wyobrazajgce sprezystos¢ toru. Postacie funkcji
V i F bedg nastepujace:

V= —; @y (2= ) (2 — Qg+ (X — 0 )+ (2 — g )%), - (6)

1 \
At = 5% (g = @y ¥+ (U= Ugo)® + Wy — Ugy)* + (U3 — %), (1)

gdzie:
A @, — sprezysto$é i wspotczynnik titumienia toru,
A0 Q590 Ugs a;, = funkcje zalezne od argumentu ,,vt"’ przedsta-
wiajgce odksztalcenie pionowe toru,
rtﬁ (g Qg — ich pochodne wzgledem czasu.

a
17 62/ 61

Zalézmy, ze charakterystyki tgcznikéow sg takie, jak na
rysunku 3.

Kfu,c)

2

¥

Rys. 3. Przyktadowa charakterystyka lacznika
sprezystego.

Zaleznie od kierunku predko$ci odksztalcenia site wy-
znaczamy wedlug goérnej lub dolnej prostej. Mozna- to
przedstawié zalezno$cig: s

K (U, U) = (a+a sign U) U+b sign U. (8

Sily przekazywane przez lgczniki pomiedzy pudiem wago-
nu i woézkami zapiszemy wiec:

Ky = (ayFay) (2= (a5t ayg) By =2, =0, )+ ay

K, = (agy tag,) (2, —(ag—ay) T,—x5+a, ) +ag, ©
Ky = (ay +a,9) () (ag—5) 2, — 25+ 0,, 20+
K, = (ay,+a,,) (x4 (ay+ay) xy—as—a, 2+ gy,
gdzie:
t,, — oOznacza Srcdnie nachylenie charakterystyki z rysunku 2,
o Qi O

1 Gy Gygr gy

— oznaczaja kolejne wartosci « sign ijj= 1.3
gy Uogo gy — wartosci b sign Uj, ji=1..4.

(4
7w i
Pozostaja jeszcze sity miedzy wozkami a zestawami ko-

towymi:
Ky = (tggta5) (0, =0y, 2, — ;) + dgg
Ky = (agy + a49) (@ + a5, —2) g
K, = (@p+0a4) (X5— 0y X—Tg) Hay, (10)

Ky = (ayyFa ,9) (Xg+ 0y, Ty —Ty) +og

Parametry a,, i a;5+0a45, (75073 majg znaczenie analogicz-
ne do parametréw wprowadzenych przy sitach K,=+K,.
Odksztalcenia U; lgcznikéw sprezystych wywolane sitami
K,+K,; wynoszg:

X

Uy =2y —laggtagy) Ty —ay—a X,

U, =&, —(a5—a,,) %, —x;+0a, 2,

Uy = 2, (a9 = typ) X, = X5+, Xy

U, = a;+(ap+ ) 2y~ 25— 0y & - (11)

Uy = x3—a,x,—x,
U = &y +ay;2,—2
U, = X3— a2~
U = &5+, X—2y

Wspoiczynniki aj, ktére nie sg wielkoSciami statymi, lecz
funkcjami czasu lub ich zmiennych, nalezy oblicza¢ od-
dzielnie. Nalezy w tym celu po danych przedstawiaja-
cych postacie funkeji T, V, F, @; umiesci¢ karty zawiera-
jgce rozkazy w FORTRANIE obliczajgce te wspoiczynni-
ki. Te rozkazy znajdg sie wtedy na poczgtku podprogramu
obliczajgcego funkcje &; z roéwnania (3) (patrz rys. 4).

Dane zawierajg wiec informacje umieszczone w zalez-
no$ciach (5), (6), (7), (9) i (10), a ponadto specjalne zgda-
nia dotyczgce niektérych wspdiczynniké6w: Na ich pod-
stawie maszyna cyfrowa sporzgdza dwa podprogramy.
Pierwszy z nich — podprogram EQLG dotyczy uktadéow
liniowych. Wprawdzie rozpatrywany ukiad nie jest 1i-
niowy, ale bedzie nim, gdy zostang spelnione warunki:

a; =0, i=41.48, 71..78 —roéwnania (9) i .10).
Dla tego podprogramu warunki te sg spelnione, ponie-
waz powyzsze wspoéiczynniki sg obliczane dopiero w pod-
programie FUN, Wielko$ci a, i @y, muszg mie¢ w tym
programie warto$ci rowne zastepczym sprezysto$ciom li-
niowym Igcznikow.

Podprogram EQLG oblicza ‘wyrazy macierzy mas B(i),
i=1,..n 1 wyrazy macierzy sprezystoSci C (i), i=

=1, %n (n + 1), zapisuje te wielko$ci na ta§me magne-
tyczng, oblicza nastepnie wyrazy macierzy tiumienia
C(i),i= 1% (n + 1) i rowniez zapisuje je na taSme ma-
gnetyczng. Dalej podaje iloé¢ stopni swobody uktadu.
Dla przyktadu wspélczynnik macierzy sprezystosci Ki;

oznaczony w podprogramie EQLG jako C (46) zostanie wy-
znaczony w postaci instrukeji ;

C(46) = —A (6)+A (22)+ A (45),
a wspétczynnik L;; macierzy tlumienia w postaci
C(46) = —A(T)

Podprogram FUN oblicza warto$ci funkcji @
nanie 3) i umieszcza je w polu Z (i), i = 1..n.

Przykitadowo réwnanie Lagrange’a dla wspoéirzednej x;
bedzie miato w tym podprogramie posta¢ nastepujgcg

(row-

Z(N) = (—A®6) «(X(N-ABL)(—AM)* (¥ (N —A61) —
— (A(22)+A(49) * (X (3)—A (14) * (X (4)—X (D) +
+ A (1)) | A15).

Przykiad zapisu danych przedstawiono na rys. 4.

Zaletg omawianego programu jest wyeliminowanie
w trakcie ustalania réwnan ruchu zmudnych i stwarzajg-
cych mozliwo§é pomyiki operacji na wyrazeniach arytme-
tycznych 1 sporzgdzana odpowiednich podprogramow.
W porownaniv z metodami przedstawionymi w pracach
[5] i [6] niniejsza metoda jest bardziej uniwersalna, po-
niewaz umozliwia przeprowadzenie analizy czasowe]j uktla-
du mechanicznego i nie ogranicza sie do ukiadow linio-
wych.
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Rys. 4. Przyktad zapisu danych.
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